Die Reflexion von Elektronen an einem Potentialsprung
nach der relativistischen Dynamik von Dirac.

Von . Klein in Kopenhagen.
(Eingegangen am 24. Dezember 1928.)

Es wird die Reflexion von Elekfronen an einem Potentialsprung nach der neuen

Diracschen Dynamik untersucht. Bei sehr grofen Werten des Potentialsprungs

dringen der Theorie zufolge Elektronen gegen die auf sie wirkende elektrische

Kraft durch die Sprangfliche und kommen auf der anderen Seite mif einer nega-

tiven kinetischen Euergie an. Dies diirfte als ein besonders schroffes Beispicl der

von Dirac hervorgehobenen Schwierigkeit der relativistischen Dyuamik zu be-
trachten sein.

Einleitung. Wie Dirac* hervorgehoben hat, besteht eine ernste
Schwierigkeit fiir die relativistische Quantentheorie in dem Umstand, da8
ein Elektron in einem Kraftfeld nach der Theorie negative Energiewerte
annehmen kann, die mit den physikalisch sinnvollen positiven Energie-
werten im allgemeinen durch Ubergangsmoglichkeiten verbunden sind.
Auch in seiner neuen, in anderer Hinsicht so erfolgreichen Behandlung
der relativistischen Quantendynamik ist es ihm nicht gelungen, diese
Schwierigkeit zu iiberwinden. In den folgenden Zeilen soll auf ein ele-
mentares Beispiel hingewiesen werden, wo diese Schwierigkeit besonders
schroff zuin Vorschein kommt. Is handelt sich hierbei um die Reflexion
und Brechung von Elektronenwellen an einer Grenzfliche, wo das elektro-
statische Potential einen Sprung hat.

§ 1. Es sei E die Totalenergie eines in einem kriftefreien Raum-
teil _bewegten Elektrons, wihrend p,, p,, p, die Komponenten seiner
Bewegungsgrofe nach den Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems angeben mogen, wo das Elektron die Koordinaten w,, x,, z; hat.
Wir wollen annehmen, dal das elektrostatische Potential in dem Rauma-
teil von Null verschieden ist, und zwar soll das Elektron die konstante
potentielle Energie P besitzen. Diese Festsetzung hat patiirlich nur dann
eine Bedeutung, wenn wir diesen Raumteil mit einem anderen Raumteil
vergleichen, wo das Potential einen anderen Wert hat. Es gilt nun nach
der gewdhnlichen Relativititsmechanik die folgende Beziehung zwischen
der Energie £ — P, die wir die kinetische Energie des Elektrons nennen
wollen (obgleich sie bei einem ruhenden Elektron nicht Null, sondern
mg¢? ist), und der Bewegungsgrifle

7 — 2
(E—c——li> = pi +p +p; + mi e )

# P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. 117, 612, 1928.
Zeitschrift fiir Physik, Bd. 53. il
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wo m, die Ruhemasse des Elektrons und ¢ die Lichtgeschwindigkeit be-
deuten. Die fragliche Schwierigkeit hingt damit zusammen, daf die
kinetische Energie sowobl positive wie negative Werte annehmen kann,
wodurch neben den physikalisch sinnvollen Lgsungen noch weitere
Losungen mit negativer kinetischer Energie vorhanden sind, denen ein
physikalischer Sinn nicht zugesprochen werden kann. In der gewihn-
lichen Relativititsmechanik liegt hierin deshalb keine Schwierigkeit, weil
das Quadrat der Bewegungsgrofle nie negativ werden kann, so daB nach (1)
die kinetische Energie nie Null wird; denn da in dieser Theorie
nur kontinuierliche Ubergiinge vorkommen, bedeutet dies, daB die nega-
tiven Energiewerte nie erreicht werden konnen. In der Quantentheorie
sind aber die fraglichen Losungen im allgemeinen mnicht voneinander
trennbar, weil einerseits diskontinuierliche Strahlungsiiberginge moglich
sind und andererseits die Elektronenwellen hier durch Gebiete dringen
konnen, wo das Elektron, klassisch gesprochen, eine imaginire Bewegungs-
grofle hitte.

§ 2. I'ir ein Elektron in einem elektrostatischen Kraftfeld, wo das
Potential ¥ ist, kbnnen wir nach Dirac das quantendynamische Problem
auf folgende Wellengleichung zuriickfiihren :

Ly

mit der adjungierten Gleichung
3
lgi—f— +ﬁmc} —l—ihzg-ziak: 0, (2a)
1 L

wo F wieder die Totalenergie des Elektrons bedeutet, die wir als gegeben
betrachten konnen, wihrend — e seine Ladung bezeichnet und k die mit
27 dividierte Plancksche Konstante bedeutet. Die GriBen o, e, o,
und § sind Matrizen mit vier Reihen und Kolonnen, die den Relationen
geniigen:

oo oo, =0, ik o;ff+ fo; = 0,

af:u?:(xg_—:ﬁQ_—_—l.

(3

Dementsprechend bestehen die Funktionen ¢ und ¢ aus je vier Kompo-
nenten @,, @4, @, @, bzw. ¥, ¥,, ¥, ¥, Bezeichnet p eine Matrix
mit vier Reihen und Kolonnen, so soll hierbei g1 als eine Abkiirzung

4
fir die vier GroBen > yue®¥x (@ = 1. 2, 3, 4) gelten, wo p;; die
h=1



Die Reflexion von Elektronen an cinem Potentialsprung usw. 155

Matrikelemente von  bezeichnen. Ebenso soll gy aufgefalt werden ale
4

> @eyes =1, 2, 3, 4). Man sieht, daB es danach erlaubt ist, die

R=1

Gleichung (2) von links und die Gleichung (2a) von rechts mit irgend

einer Matrix zu multiplizieren, ohne ihre Giultigkeit zu beeintriichtigen.
Dies bedeutet eben nur eire lineare Transformation des Gleichungssystems.

Wir wollen nun annehmen, daf links von der Ebene x; — 0 das
Potential 77 gleich O ist, wihrend rechts von dieser Ebene ¢V — — P
gilt, wo P eine positive Grifle bedeutet. Man wird also erwarten, daf
bei dem Durchgang durch diese Ebene die Elektronen einen Teil P ihrer
kinetischen Energie verlieren. Um die Reflexion und Brechung vor
Elektronenwellen an dieser Diskontinuititsfliche untersuchen zu konnen.
ist es notwendig, die Grenzbedingungen bei Unstetigkeitsflichen fiir die
Diracschen Wellengleichungen aufzufinden. Man kann, wie iiblich®
diese durch Betrachtung der Diskontinuititsiliche als Grenzfall eines
Gebiets endlicher Dichte, in dem sich die diskontinuierliche Grife, in
diesem Falle das Potential, rasch #ndert, ableiten. Da sich die Glei-
chungen (2) hinsichtlich der Differentialquotienten der Komponenten

0y, O,

von ¢ senkrecht auf der Diskontinuititsfliche. in diesem Falle —*

oz, 0w,
Ot {9&, auflosen lassen, so folgt unmittelbar, falls das Potential in

dz, dx,
dem Ubergangsgebiet nur endlich bleibt, daB die vier GroBen 3, v, w5, v,

und natiirlich ebenso @,, @,, @;, @, beim Durchqueren der Diskonti-
nuitatsflache kontinuierlich bleiben **.

§ 3. Ohne wesentliche Einschrinkung konnen wir nun eine rein
harmonische einfallende Welle betrachten, die senkrecht auf die Ebene

®, = O auftrifft. Wir setzen demnach fiir die einfallende Welle, indem
wir fiir », einfach x schreiben:
Lpz—ED
P == voeh Y - 4

* Vgl. H. Faxén und J. Holtsmark, ZS. f. Phys. 45, 311, 1927, wo eine
dhnliche Betrachtung fiir die Schrédingersche Wellengleichung durchgefiihrt wurde,

*% Durch die Liosbarkeit der Gleichung (2) hinsichtlich des Differential-
quotienten der vier Kompounenten von v nach einer beliebigen rdumlichen Richtung
tolgt auch, daf fiir eine stefige Ldsung alle vier Komponenten nicht an eimer
Fliche gleich Null sein kinnen, ohne iiberhaupt zu verschwinden. Die bei der
Schréodingerschen Gleichung benutzte Grenzbedingung ¥ — 0 an einer Wand
wird also bei der Diracschen Theorie sinnlos und muf durch Bedingungen ersetat
werden, die in einer niheren Festlegung der physikalischen Beschaffenheit der
Wand zu sunchen sind.

11*
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wo t die Zeit und p den Impuls des Elektrons bezeichnet. Dur¢h Ein-
setzen von diesem Ausdruck in (2) bekommen wir ein System von linearen
algebraischen Gleichungen fiir die vier Komponenten der Amplitude v,,
das folgendermaBen geschrieben werden kann:

{Efe + ap + Bmye) v, = 0, (3)
wo wir « fiir &, gesetzt haben. Wenn », nicht identisch verschwinden
soll. folgt hieraus die Beziehung

E?[¢? = p* 4 m; 2, (6)
welche ein Spezialfall von (1) ist. Fiir E wollen wir hierbei den posi-
tiven Wert wilhlen. Es sind nun zwei der Komponenten von v, frei
wihlbar, was eben den beiden Einstellungsmiglichkeiten des Elektrons
in einem Magnetfeld entspricht®.

Aus (6) folgt, daf der Impuls der reflektierten Welle — p sein inub,
wihrend fiir die gebrochene Welle ein Impulswert p folgt, der durch die

Beziehung E—DP\2 _
( —C—) = p* L+ mlc? )

gegeben ist. Vorerst wollen wir P als so klein annehmen, daf auns (7)
ein positiver Wert fiir p? folgt. Wir konnen dann setzen:

i i -
—(—px—E? — (pz—ED .
P, = v.eh ’ 'd)g = ”geh ’ : (b)

wo ¢, und @, zu der reflektierten bzw. gebrochenen Welle gehoren.
Aus (2) folgt:

{%-—“I"I‘ﬁmoc}%:o’ {

Die Grenzbedingung lautet nun einfach:

Ve + v, = v, ao
Wenn wir die vier Komponenten der einfallenden Welle als gegeben be-
trachten, so haben wir acht Unbekannte, nimlich die vier Komponenten
von ¢, und die vier Komponenten von »,. Auf Grund von (9) sind aber
nur vier von diesen unabhingig, so daf (10) gerade die geniigende Anzahl
von Gleichungen fiir die Berechnung derselben liefert. Wir kdnnen die
Auflssung der Gleichungen hinsichtlich ¢, leicht in der folgenden Weise
erhalten. Aus (53) und der ersten Gleichung (9) folgt:

(Efe + Bmyc) (v, + o) = — ap (e — )
Aus (9) folgt auf Grund von (10)
(E/C + ﬂ m‘oc) (we + vy) == (_P/C - “Z’) @e + 1)

* Vgl. C. G. Darwin, Proc. Roy. Soc. 118. tb4, 1928.

E—P
¢

+ap+ ﬂmoc}wg =0. (9
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und also .
(Ple — @) (te +v;) = — ap e — lr)
oder ~
\Ple—a(p+ p}v, = — {Ple+a(p — p)} e

P
Durch Multiplikation beider Seiten dieser Beziehung mit - +o(® T 1)

folgt unter Beriicksichtigung von «® — 1 mit Hilfe von (6) und (7)

2
vy = Do fun) an
P2l — (p -+ py
Um dies Resultat physikaliseh verwerten zu kinnen, miissen wir die
entsprechende Losung der adjungierten Wellengleichung (2a) suchen, denn

4
nach Dirac gibt @ ydv = ) gy dv die Wahrscheinlichkeit, dad wir

1
das Elektron in dem Volumenelement dv antreffen. Hieraus folgt fiir
die Wahrscheinlichkeit, dall das Elekiron ein auf der z-Achse senkrechtes
Flachenelement df in der Zeit dt durchquert, —cpapdfdt, wo pov

als Abkiirzung fir §4: ;o Py steht®  Es ist nun, wie Dirac gezeigt
Bh=1

hat, mdglich, fiir « und 8 Hermitesche Matrizen zu wihlen. Wenn

¥ eine Losung der Gleichung (2) bedeutet, so wird ¢ — konjugiert

komplex von 4 eine Lgsung von (2a) sein. Indem wir bei Hermiteschen

Matrizen fiir @ und ¢ konjugiert komplexe Grifien wikblen, bekommen

wir offenbar reelle Ausdriicke fiir g ¢ und pay. Wir setzen demnach

Qe — U e__;"(pr-m) o e—f’;FM*M) l
e — g : Qr == Uy

v (12)
L (pz—E¢) ’
Qg = uge " J
WO w0, #, und ug, falls o und B hermitesch sind, zu den GroBen v, ¢,
und v, konjugiert komplex sind. Aus (22) nnd (12) ergibt sich
g {Efe + Bmyec —ap} = 0.  u, {Efc -+ Bmge + ap) = 0, l
| E—

(13)
Itq ‘

-{-—ﬂmc—}—mp}fo. ‘

Wir leiten nun aus (3) und (13) eine niitzliche [dentitit ab, indem
wir (5) von links mit w,a und die erste Gleichung (13) von rechts mit
o v, multiplizieren. Da o und 8 antikommutieren und «? =— 1. bekommen
wir durch Addition

Efcwearv, + pu,v, = 0

* P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. 118, 351, 1928.



162 0. Klein,

2
pc
— Gl by == 5 Mee: (14)

pe?-
In der Partikelauffassung bedeutet re

die Geschwindigkeit des

3

Elektrons (Gruppengeschwindigkeit), so daf diese Gleichung einen Zu-
sammenhang zwischen Stromdichte und Dichte gibt, wie er der gewthn-
lichen Hydrodynamik entspricht. Ahnliches gilt natiirlich fiir die reflek-
tierte und die gebrochene Welle (bei der letzteren ist E durch die
kinetische Energie £ — P zu ersetzen). Zur Berechnung des Bruchteils
der Elektronen, der reflektiert bzw. gebrochen wird, gentigt es also, die
Groben %,v, und wuyv, durch die Komponenten der einfallenden Welle
auszudriicken.

Darch eine ghnliche Rechnung wie die, welche zu dem Ausdruck (11)
fithrte, finden wir nun

2 Ple(Efe + ap)

e — e+ ap) 5
thy U, P2/02 —» F ) (15)
Aus (10) und (15) folgt dann
2 Ple 2
0, <I’T/c‘_———(1)_+ [))_2> e (Efe + o p)? ve
2 Ple (o2 o e 2Ep !
— IR A . i "o O
(-Pﬂlcz— o+ ) ®ie oot = v
oder nach (14) und (6)
2Pm 2 .
Uy 0, == <iﬁ/ééf@‘01. [,))~2> Ho ¥y (16)
2 P,

Die Groge (P2 et @ B
an, der reflektiert wird. Wie man mit Hilfe von (6) und (7) leicht
nachweist, wichst dieser Reflexionskoeffizient mit zunehmendem P von
Null fiir P — O und erreicht bei P — E — m,c* den Wert Eins. Eben

hier wird nun 7? gleich Null, und bei weiterem Anwachsen von P treten

2
> gibt also den Bruchteil der Elektronen

wir in das Gebiet der imaginiren p ein, das wir nun untersuchen wollen.

In der klassischen Theorie bedeutet das Imaginirwerden von p, daB
das Elektron so weit in das Feld eindringt, da8 seine Geschwindigkeit
Null wird und dann zuriickgeworfen wird. In der Wellentheorie werden
auch rechts von der Grenzfliche die Wellenfunktionen endliche Werte
haben; wie wir aber sehen werden, entsprechen die Verhiltnisse zuniichst
der Totalreflexion in der Optik.
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Wenn p imaginir ist, kdnnen wir setzen:
E Cwetil

wg:%e_“_lhty Pg = Uge Hﬂht.‘ (17)
wo u eine reelle Grofe bedeutet, die offenbar positiv sein mub, da sonst
die Dichte rechts von der Grenziliiche mit x ins Unendliche wachsen
wiirde. Eben weil in diesem Fall y reell ist, so muf nach den allgemeinen
Vorschriften der Theorie der mit z proportionale Exponent in 3, und g,
dasselbe Vorzeichen haben. Dies bedeutet aber, daB wir bei ¢, die
GroBe p gleich iy setzen, bei ¢, dagegen gleich —<éhu. Mit dieser

Festsetzung bekommen wir aus (11) und (15)

o 2P/C (E/C+ 06]7)% v — — 2P/C(E/C+“p) (18)
T TPYE—(p ikt T PR (p— ik
und also 2 ;
5 E2 2 2
Uy Uy = (2 Ploy (F[e ?) Uy Vo

[(Ple + 9 & 18] [(PJe — p)? + 1]
Wir konnen diesen Ausdruck mit Hilfe von (6) und (7) vereinfachen.
Zunschst folgt

- , PEE—-P
PP=p*— LEE- o) - (19)
und also mit p* = — p?h?
(Plc+p)? + p?h? = 2 Plec(Elc+ p).
) b einfach
Es folgt deshalb einfac Uy — 1,0, (20)

Der reflektierte Strom ist also gleich dem einfallenden Strom, wihrend
hinter der Grenzfliche eine exponentiell abfallende Wellenlosung besteht.
Die Bedingung fiir diesen Fall ist nach (19) p*<C P@—fl-ﬁ P) eine
¢ ’
Bedingung, die bei wachsendem P dann zuerst erfillt wird, wenn P den
Wert £ —c¢VE?2* —p* = E — m,¢® iberschreitet. "Wenn P noch
weiter zunimmt, so wird die Grofle g zuerst anwachsen; wegen des in P
yuadratischen Gliedes in (19) erreicht sie aber ein Maximum, das beiP—F
eintritt. Von da an wird p kleiner und ist bei P = E -} ¢V E?[c* — p?
= E -+ myc* wieder Null. TFiir noch grofiere P nimmt p wieder reelle
Werte an, so daf die Formeln (11), (15) und (16) wieder die Losung des
Problems darstellen. In diesem Gebiet ist indessen die kinetische Energie
F — P negativ, so daf wir tatsichlich in das mechanisch verbotene Gebiet

gelangt sind. Dies hat zur Folge, daB die Gruppengeschwindigkeit, die
2
¢ Pi) gegeben ist, dem Impuls entgegengerichtet ist, und wir

Yo

Jdurch
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miissen fiir p einen negativen Wert nehmen*. Dies sieht man leicht,
wenn man als Anfangszustand eine Wellengruppe annimmt, die sich von
der linken Seite her gegen die Grenziliche bewegt.

Wir sind also zu dem eigentiimlichen Resultat gelangt, daf fiir
P-Werte, die grioBer als E - w,c® sind, ein Bruchteil der Elektronen die
Potentialschwelle durchschreitet, indem ihre kinetische Energie von dem
urspriinglichen positiven sich in einen negativen Wert verwandelt. Es
ist von Interesse, die Gruppengeschwindigkeit dieser durchgehenden
Elektronen zu berechnen. Fiir diese folgt aus (7)

¢ myc® \2 ;
mlp!=cV1—<P°_E)- 1)
Fir P = E + myc® ist diese Geschwindigkeit, wie zu erwarten, gerade
gleich Null. Sie wichst dann mit wachsendem P, um fiir P = oo die

Lichtgeschwindigkeit zu erreichen.

Der Reflexionskoeffizient, der fiir P = E + m,¢* gleich Eins ist,
nimmt fiir wachsendes P, wie man aus dem Ausdruck (16) ersieht, all-
mihlich ab bis zu dem Wert E/i_— fir P — oo. Der entsprechende

Efe +p
Grenzwert des Bruchteils der Elektronen, der durch die Grenzfliche
dringt, ist also fazi—, d. h. von derselben Gréfenordnung wie das Ver-
Ele+p
hiltnis der Geschwindigkeit der einfallenden Elektronen zu der Licht-
geschwindigkeit, und kann fiir groBe p-Werte betriichtliche Werte an-
nehmen. Fir p = m, ¢, einer Geschwindigkeit der einfallenden Elektronen
von etwa 70 9% der Lichtgeschwindigkeit entsprechend, bekommen wir
z. B. den Wert 2(Y2—1), d. h. etwa 839%. Es ist natiirlich nicht

wesentlich, daB wir hier P — oo angenommen haben; offenbar wiirde

man Zahlen von derselben Grofenordnung bekommen, sobald P mehrere
Male groBer ist als die Ruheenergie m,c* des Elektrons. Auf die Frage
nach der Méglichkeit, solche Potentialspriinge experimentell zu realisieren,
wollen wir hier nicht eingehen. Es soll nur hervorgehoben werden, daB
die fragliche Schwierigkeit nicht an die Annahme einer Unstetigkeit ge-
bunden ist, die nur zur mathematischen Vereinfachung gewihlt wurde.
Auch wenn die Sprungfliche durch ein kleines Gebiet ersetzt wird, wo
das Potential rasch aber stetig anwichst, werden nach der Theorie, wie

# Ich hatte urspriinglich diesen Umstand nicht beachtet, sondern er ergab
sich in einem Gesprich mit Herrn W. Pauli, dem ijch hier herzlichst danken
mochte.
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aus der gaunzen Rechnungsweise hervorgeht, Elektronen in das verbotene
Gebiet, wo sie negative kinetische Energie besitzen, eindringen, was eng
damit zusammenhéngt, daf in dem oben diskutierten Fall der Total-
reflexion die Wellenlosung hinter der Grenzfliche nicht verschwindet,
obgleich das Elektron hier nach der klassischen Mechanik eine imaginire
BewegnngsgroBe besitzen wiirde. Es sel auch erwihnt, daf dem Aus-
druck (18) zufolge der Reflexionskoeffizient von Elektronen, die mit
der BewegungsgréBe p von einem Raumteil, wo die potentielle Eunergie
B ist, gegen die Grenzfliche nach dem freien Raum fallen, denselben Wert
hat wie der Reflexionskoeffizient fiir den umgekehrten Prozef.

Als Resultat unserer Ausfiilhrungen konnen wir also feststellen, daff
die von Dirac betonte Schwierigkeit der relativistischen Quantenmechanik
anter Umstiinden sclion bei rein mechanischen Problemen, wo von keinen
Strahlungsvorgingen die Rede ist, auftreten kanm.

Am Ende dieser Note méchte ich Herrn Professor N. Bohr meinen
herzlichsten Dank sagen fiir viele Gespriiche, die wesentlich zur Klirung
obenstehender Uberlegungen beigetragen baben.

Kopenhagen, Universitetets Institut for teoretisk Fysik, Dez. 1928,




