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Einige Folgerungen aus der Schrodingerschen Theorie
fur die Termstrukturen.

Von E. Wigner in Berlin.

Mit 2 Abbildungen. (Ringegangen am 5. Mai 1927.)

Es wird versucht, aus der Form der Schridingerschen Differentialgleichung
einige strukturelle Eigenschaften der Spektren abzuleiten. Es wird die Aufspaltung
im elektrischen und magnetischen Feld, das Aufbauprinzip der Serienspektren und
einiges Verwandte behandelt. Es ergibt sich — soweit das rotierende Elektron
nicht in Betracht zu ziehen ist — Ubereinstimmung mit der Erfahrung.

1. Die einfache Gestalt der Schrdingerschen Differentialgleichung
gestattet die Anwendung einiger Methoden der Gruppen, genauer gesagt,
der Darstellungstheorie. Diese Methoden haben den Vorteil, daf man
mit ihrer Hilfe beinahe ganz ohne Rechnung Resultate erhalten kann,
die nicht nur fiir das Einkérperproblem (Wasserstoffatom), sondern auch
fir beliebig komplizierte Systeme exakt giiltig sind. Der Nachteil der
Methode ist, daB sie keine Naherungsformeln abzuleifen gestattet. Es ist
auf diese Weise moglich, einen grofen Teil unserer qualitativen spektro-
skopischen Erfahrung zu erkliren. Die Methode ist dabei so allgemein,
daf sie vielfach gar nicht an die spezielle Gestalt der Differentialgleichung
gebunden ist. So z. B. kann die Frage nach der Anzahl der Aufspaltungs-
komponenten im Magnetfeld behandelt werden, ohne daf man mehr
voraussetzen miiite, als daB die Terme Eigenwerte einer linearen homo-
genen Differentialgleichung sind, in die physikalisch gleichwertige Dinge
(z. B. Richtungen im Raume, solange keine #uleren Felder da sind) in
gleicher Weise eingehen. Die relativen Intensititen der Komponenten
konnen noch bei schwachen Feldern berechnet werden, ohne daffi man
eine Annahme iiber die Differentialgleichung mit Feld machen miiBte.

Viele hier abgeleitete Beziehungen sind schon bekannt. Andererseits
kenne ich auBler der Londonschen Ableitung!) des Kuhn-Reiche-
Thomasschen Summensatzes keine streng giiltige Beziehung, die hier
nicht vorkdme, es sei denn, daf sie sich auf das Wasserstoffatom bezieht.

Um das Resultat vorwegzunehmen, sei schon hier gesagt, daf in
allen Fillen Ubereinstimmung mit den spektroskopischen Erfahrungen
besteht [wie sie zuletzt von F. Hund ?) so schon zusammengefalt worden

1)y Z8. . Phys. 89, 322, 1926.
2) F. Hund, Linienspektren und periodisches System der Elemente. Berlin
1927. Dortselbst auch weitere Literatur.
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sind], soweit hierbei das ,rotierende Elektron“ keine Rolle spielt. Wenn
man also aus dem Hundschen Buche alle Kapitel iiber das rotierende
Elektron streichen konnte, so wiirde das iibrighleibende Material sich
unseren Ergebnissen fiigen.

In der vorliegenden Arbeit ist das rotierende Elektron zumeist nicht
mit berticksichtigt und -die Resultate sind dementsprechend vielfach nur
fiir Singulettsysteme giiltig.

Es wird allerdings bei vielen Ableitungen gar nicht angenommen,
daB die Differentialgleichung nur die Lagenkoordinaten der Elektronen
enthilt; sie konnte noch beliebig viele, sich auf die Rotation der Elek-
tronen beziehende Koordinaten enthalten. Da bei Nichtsingulettsystemen
auch in diesen Fillen keine Ubereinstimmung mit der Erfahrung erzielt
werden konnte, so wiirde ich glauben, daf man ohne einen neuen Ge-
danken, lediglich durch Einfithrung neuer Koordinaten zur Beschreibung
der Elektronenmagnete, nicht auskommen kann.

Im folgenden allgemeinen Teil werden die mathematischen Hilfs-
mittel bereitgestellt, die dann im speziellen Teile verwertet werden.

Allgemeiner Teil

2. Im folgenden ist die Determinante aller Matrizen ungleich Null,
alle Integrationen, wo nichts anderes angegeben ist, sind iiber den ge-
samten Bereich der Variablen zu erstrecken, d;; = 0, 1, je nachdem
jEkoderj =k

Ist ¥ (z;, %, ... %,) eine Funktion, R eine lineare Substitution in
# Variablen

By == 04y &y + Oty g By + -+ * Coy y T,
Ty == Olyy B, + Oyg By 00y By, ()
x;z = an1w1+“n2x2+"'“nnxm

so verstehe ich unter der Funktion ¢ (R (z,, , ... %,)) die Funktion, fiir
die identisch in den z,, %, ... %, gilt

V(R @y, 3. 50) = V@, T ... @), @)
wobei fir a7, @y ..., die Werte aus (1) eingesetzt gedacht werden
miissen. Wir werden fiir ¢ (R (#,, 2, ... %,)) auch kurz ¢ (R) schreiben.
Da FE immer die Einheitssubstitution ist (o, = 6;3), ist ¢ (E) = .

Es sei nun eine lineare homogene Differentialgleichung, ein Eigen-
wertproblem gegeben: H (3, §) — 0. Hat die Differentialgleichung, bzw.
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die Substitution B die Eigenschaft, dal mit jeder ¢ (z,, %, ... %,) auch
Y (R (2, ... 2,)) eine Losung der Differentialgleichung bei demselben ¢
ist, so sagen wir ,R ist in der Substitutionsgruppe der Differential-
gleichung H (¢, &) enthalten®. Es ist nsimlich klar, daf die Substitutionen,
fiir die dies gilt, eine Gruppe bilden.

Zumeist ist ihre Substitutionsgruppe der Differentialgleichung direkt
anzusehen. Zum Beispiel wenn ich in der Schrdingerschen Gleichung
unter z;, #;. #; die Lagenkoordinaten des ¢-ten Teilchens verstehe, unter
R dagegen die Substitution

14 r 4
xl:_“1x1+61y1+7121) Y1 =00y + By Yy + 702 ZI_:“?,“;1+63?/1+7321’ 1

(A)
J

I3 r ) , l-
i = g By By Yt yr 2 Y =0Tt Bo¥s+ Pater = otg Tyt Byt sty

o, By n
oy By 7
% By s

wobel die Matrix

orthogonal ist, so verifiziert man leicht, daB R in der Substitutionsgruppe
der Schrodingerschen Gleichung enthalten ist. In einer vorangehenden
Mitteilung ') wurde zur Ableitung des Heisenberg-Diracschen Term-
zerfalls nur die Tatsache benutzt, daf z. B. bei dem He die Substitution

(2 ’ ? r r ’
Ty == By, Y1 == Yy &1 == &gy Lo == &y, Ya == Yyy & = &,
in die Substitutionsgruppe gehort.

3. Ist mir umgekehrt die Substitutionsgruppe E, R,, R,, ... einer
Differentialgleichung bekannt, so kann ich aus jeder Losung sofort andere
angeben, namlich aus ¥ (x,, &, ... z,), die weiteren ¢ (B, (z,, z, ... %)),
Y (B; (%, ¥, ... %)) usw., die alle zum Eigenwert ¢ gehoren. Diese
Funktionen werden im allgemeinen nicht alle linear unabhingig von-
einander sein. ¢, ¢y, ... ¢, sei ein linear unabhingiges Aggregat, durch
welches sich alle zu diesem Eigenwert ¢ gehorende Eigentfunktionen aus-
driicken lassen. Da auch ; (R;) eine solehe Eigenfunktion ist, ist

l
Ui (R) = a4, (). @)

1) E. Wigner, Uber nichtkombinierende Terme in der neueren Quanten-
theorie, 2. Teil, Z8. f. Phys. 40, 883, 1927.
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Fithren wir in diese Gleichung durch die Substitution R; neue Variable

ein, so erhalten wir
l

i
U BBy = Daiv. ) = = Ea L 4y ().

=1 p==
Andererseits ist

1
v Ry By) = = Ty (BD).
=1
Wegen der linearen Unabhingigkeit der 1, folgt hieraus

B = S @
Mit anderen Worten: die Matrizen (aE ) (a (a ) . usw. bilden
eine zur Substitutionsgruppe E, R,, R, ... der D1fferentlalg1eichung is0-
morphe Substitutionsgruppe, oder wie man das in der Gruppentheorie
sagt, sie bilden eine Darstellung dieser Gruppe ).

Diese Darstellung nennen wir dann zur Kiirze die Darstellung des
betreffenden Terms s.

Durch eine andere Wahl der linear unabhéngigen ¢, @, ... ¥,
wenn wir z. B.

d"i = 0y, 11"] + %o % + "'“11,#’1

r

Uy

o1 Py 1 oo % + o P

gewithlt hatten, erfihrt die Darstellung nur eine ,Ahnlichkeitstransfor-
mation¥, indem aus den Matrizen (aiEk), (af’g , (aﬁg) usw. die Matrizen
() (o) ()™ (on) (af2) (wa)™" (our) (@) (o)~ usw. entstehen.
Solche Darstellungen, die sich nur durch eine Ahnlichkeitstransformation
unterscheiden, wollen wir als nicht verschieden voneinander ansehen. In
diesem Sinne hat also jeder Term eine Darstellung.

Umgekehrt entspricht natiirlich einer Ahnlichkeitstransformation
der Darstellung lediglich eine andere Wahl der linear unabhingigen

’Lp], ’lpz... ’d]l.

1) Siehe z. B. A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung.
Berlin, 1923. Eine sehr schone und leicht verstindliche Darstellung findet man
bei J. Schur, Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharaktere. Berl. Ber.
1905, 8. 406 in den ersten 6 bis 8 Seiten. Die hier gebrauchten Sitze sind ent
weder hier abgeleitet oder wenigstens [(8), I, II und Puankt 11], ausfithrlich be-
sprochen.
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4. Nehmen wir insbesondere die 9, v, ... ¢; orthogonal normiert,
bzw. im komplexen Falle hermetisiert an, so daf J.zp-a; == 0;;, so folgt
[
[0 @) e®) = 2 [ o v @ 3B = S fia,

wv
Fiithren wir nun auf der linken Seite die Transformatlon R;! der Inte-

. ,—/
grationsvariablen aus, so kénnen wir dafiir einfach J'zpz E) Y (E) =0,

schreiben, und wir sehen unmittelbar, dafl

2 (Zfz a}.y, —_ azlv (5)

d. h. die Darstellung hat eine orthogonale, bzw. hermitische Form. Es
folgt hieraus bekanntlich, da (aﬁ_ 1) = (aﬁ T ist, daB

~ 1

ot = akR; : (5a)
Eine Umkehrung dieses Satzes — die fiir ,irreduzible Darstellungen
gilt — wird uns spiter begegnen.

5. Irreduzibel nennt man eine Darstellung, wenn es nicht maglich
ist, die Matrix (t;;) der Ahnlichkeitstransformation so zu wihlen, daB
alle Matrizen (f;;) @f) G~ Cip) (aF ) (G~ Cip) (af 3) (fir)~t usw.
die Gestalt haben

0..0
wobei die leer gelassenen quadratformigen Stellen bei allen (¢;x) (aF) (f:0)~1
beliebig besetzt sein konnen, wihrend die ausgeschriebenen Nullen bei
allen dieselben Stellen einnehmen. Es wiirden etwa bei allen in den
ersten I'-Zeilen nur die ersten 7-Spalten besetzt sein, in den letzten
1 —1-Zeilen nur die letzten 1 —7'-Spalten. In den ersten 1'-Zeilen
stehen in den letzten I — '-Spalten, in den letzten 1 —1'-Zeilen in den
ersten I-Spalten lauter Nullen. Ist eine solche Bestimmung des (f;z)
nicht moglich, ist also die Darstellung des Terms eine irreduzible, so
sagen wir, die Entartung (d. h. das Zugehoren mehrerer Eigenfunktionen
zu einem Eigenwert) ist normal. Sonst sprechen wir von einer zufilligen
Entartung.
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In dem Falle der zufilligen Entartung, wo also. die Darstellung des
Terms keine irreduzible ist, konnen wir diese durch eine zweckmifig
gewihlte Ahnlichkeitstransformation (#;1).. ()~ ,ausreduzieren®, d. h,
alle Matrizen (af), (afp), (¢f) ... in die Form bringen:

[ R § PP, 0
J, :
[ T ¢ P, 0

0 0 Qererveeens 0

J,

0 0 A § DU 0
:0...0\\ : (6)
% 0.0
D 0
= .

0 00ce:Qeevvens 0

wo an ‘den quadratformigen Stellen J,, J,, ... J; Matrizen irreduzibler
Darstellungen, sonst Jauter Nullen stehen. Fiibren wir nun mit Hilfe
der t;; neue Eigenfunktionen ein

P = %tikwk:

so zerfallen diese FEigenfunktionen in s-Gruppen. Die o (R) Fir
R = E,, R,, R,... usw. der einen Gruppe lassen sich durch lineare
Kombination der ¢’ dieser selben Gruppe allein ausdriicken. Dies geht
aus der (festalt (6) der Darstellung hervor, die fiir die ¢’ gilt. Dal der
Eigenwert der einen dieser Gruppen mit dem Eigenwert der anderen
Gruppen iibereinstimmt, ist quasi zufdllig, woher auch das Wort zufillige
Entartung genommen wurde. Im entgegengesetzten Falle der normalen
Entartung sind — bei beliebiger Wahl des ¢y — alle linear unabhin-
gigen Eigenfunktionen, die zu diesem REigenwert gehtren, unter den
P (E), ¢ (R, ¢(R,)... usw. enthalten. Im Falle der zufilligen Ent-
artung konnen wir auch sagen, daf die s-Terme normaler Entartung
(mit den Darstellungseigenschaften J,, J,, ... J;) zusammenfallen. Wir
werden einen solchen Eigenwert s-fach zdhlen, indem wir jeder der
s-Gruppen von 1 einen Eigenwert zuorduen. In diesem Sinne ist also die
Darstellung eines jeden Terms eine irreduzible. Wir wollen an
dieser Nomenklatur festhalten.
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6. Fir die Matrixelemente einer irreduziblen Darstellung gelten
zwel wichtige Sitze. Sind (@;3) und (b;;) zwei nicht dhnliche irreduzible
Darstellungen derselben Gruppe, so gilt?)

;afz by =0 (D
und & gt

> ke i1 = 040,10, @

R

wobei die Summation iber alle Elemente der Gruppe zu erstrecken ist
und ¢ eine Zahl ist, deren Gréfe nur von den Kigenschaften der Gruppe
und der Darstellung abhingt, von k, I, %, A dagegen unabhingig ist.

Kombinieren wir diese Gleichung mit (5a), indem wir annehmen
daf die Form der Darstellung eine hermitische ist, so erhalten wir

%‘ o, by =0 (IT )
und R .\;e
%akzall: 010,20 (Ia)

Fiir kontinuierliche Gruppen (Drehgruppe usw.) sind an Stelle der Summen
Integrale zu setzen?). '

[ad, v = o, (ITb)
E
J’af,aﬁ: 0r10x2 0 (Ib)
R
Jede Gruppe, also auch die Substitutionsgruppe unserer Differential-
gleichung, besitzt offenbar eine Darstellung — die ,identische Dar-
stellung — bei der jedem R die Matrix (1) zugeordnet ist. Funk-
tionen, die diese Darstellungseigenschaft haben, fiir die also gilt
f(B) = f(E)

nennen wir in Anlehnung an Dirac®) symmetrische Funktionen.
Haben wir nun zwei Eigenwerte mit den Darstellungseigenschaften
(afk) bzw. (bfk) (die voneinander verschieden sind), und den Eigen-

funktionen v, ¥, ... baw. 4y, 3, ..., die wir unter sich orthogonal-
hermitisch annehmen wollen und ist die Funktion f symmetrisch, so gilt
forwnf = 4, = 0. 0!

1) J. Schur, Berl. Ber. 1905, 8. 411.

%) Vgl. J. Schur, Nene Anwendungen der Integralrechnung auf Probleme
der Invariantentheorie. Berl. Ber. S.199, 1924.

3) Proc. Roy. Soc. 112, 661, 1926.
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Es ist nimlich
/_’_/ ,_.,__./
A= [0 E)V U EF(E) = [u @ GE (R),

wie bei (B) ausgefiihrt ist. Wir haben nun
—_—
A= (v B VB (B
~/ — ~
= S el i [ @) U (E) B = Zai 3 A
%2 x

Summieren wir diese Gleichung iiber alle R dér Substitutionsgruppe der
Differentialgleichung, so erhalten wir wegen (Ila) 4;; = 0.

7. Wir haben im Punkt 4 folgendes gesehen: Nehmen wir die
Eigenfunktionen ,, ¥y, ¥s, ..., die zu einem Eigenwert gehoren, ortho-
gonal-hermitisch an, so ist die zugehorige Form der Darstellung des
Figenwertes ebenfalls orthogonal-hermitisch. Es gilt nun fiir irreduzible
Darstellungen auch die Umkehrung: Ist die Form der Darstellung eine
hermitische, was durch eine Ahnlichkeitstransformation immer zu er-
reichen ist, ist also

Ea’ﬁu a’fu —_ azl (R = E7 Rz; R3 .- ) (5)
oder, was damit gleichbedeutend ist,
R R-1
Ay — Aixn (B = E, -Rga -Rg"')’ (53’5
so sind die Eigenfunktionen ¢,, ¥,, ¥, ... auch orthogonal-hermitisch.

Es ist sogar allgemeiner (f wieder eine symmetrische Funktion)

e
(9 (B) ¥ (B) f (B) = du: C.
Setzen wir ndmlich
[or@u@r@E = [v@®u® @
und

[oe@®u @ @) = S al,a [ 4 E) 0@ (E),
dies ergibt tiber R summiert wegen (La)

—_—

[ B0 (E)f(E) = 8.0, (7a)
wo C eine von k, I unabhingige, von der Funktion f dagegen abhingige
Konstante ist.

Man verifiziert auch leicht folgende Verallgemeinerung: Gehoren
zu zwel Termen derselben Darstellungseigenschaft die Eigenfunktionen
Wy; Py, Pygr-.. bzw. 9y, P ..., wobei diese so gewshlt sind, daf anch
die Form der Darstellung dieselbe ist, so gilt ebenso wie vorher

[wevir = Cowr. (7b)
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8. Wir haben nun alles in der Hand, um die Storungstheorie von
Schriodinger?) zu behandeln. Aus seinen Formeln in § 2 und den
Formeln (7), (7a), (7b) geht ohne weiteres hervor, da8 eine normale
Entartung, solange die Storung eine symmetrische Funktion ist, also die
Substitutionsgruppe der Differentialgleichung sich nicht #ndert — niemals
aufgehoBen wird und der Term seine Darstellung beibehslt. Halten wir
bei zufilligen Entartungen an der Nomenklatur des Punktes 5 fest, so
andert sich hieran auch in diesem Falle nichts: Fs riicken hichsten die
zufallig zusammengefallenen Terme etwas auseinander, oder es riicken
einige bisher getrennte zusammen, um sich eventuell bei einer weiteren
Stérung wieder zn trennen.

Dieses Bild andert sich ganz, wenn die Storung nicht ,symmetrisch*
ist, die neue Differentialgleichung also nicht mehr die Substitutionsgruppe
der alten hat. Hier interessiert uns namentlich der Fall, daf die Sub-
stitutionsgruppe der gestorten Differentialgleichung eine Untergruppe der
ungestorten ist. Dies ist z. B. der Fall, wenn man eine elektrische oder
magnetische Kraft auf das System einwirken 140t.

Die Behandlung dieses Falles ist auch sehr einfach. Die Substitations-
gruppe der alten Differentialgleichung bezeichne ich mit 3, die der neuen mit
R’, die Darstellung des betrachfeten Terms (afk) sei eine irreduzible Dar-
stellung von . Sie ist selbstverstindlich auch eine Darstellung ihrer
Untergruppe ', aber als solche wahrscheinlich nicht irreduzibel. Wir
konnen sie aber mit Hilfe einer Ahnlichkeitstransformation (¢, (af W ™!
ausreduzieren. Sind E, R, R, ... die Elemente von %’ (sie sind unter
den E, R, R,, ... enthalten), so haben die (f;) (aﬁc’) (t;)” " die Form
(Punkt 5)

Oevvrnerannnvnnnn. 0
Jo :
L | TP 0
0...0 Ovevnnennnn 0
LT
: I T 0
S 0440
D 0
D oy
0 00-v0eevnnns 0

1) Amn. d. Phys. 80, 437, 440—457, 1926.
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fiir alle Elemente R der Gruppe %', wo J,, J,, ... Jy irreduzible Dar-
stellungen von ' sind. Bei den anderen Elementen von % werden
nattirlich andere Formen auftreten und inshesondere nicht iiberall, wo
hier, lauter Nullen stehen.
Wir werden dieser Form der Matrix entsprechend auch neue Eigen-
funktionen einfithren (w; = > kzpk), fiir die die Darstellung die
3

Form (8) hat. Wenn wir dann der urspriinglichen Differentialgleichung
auch nur die Gruppe R’ als Substitutionsgruppe zuschreiben, ist
der betrachtete Term s-fach ,zufillig“ entartet und enthilt eigentlich
einen Term der Darstellungseigenschaft J;, einen weiteren der Darstellungs-
eigenschaft J, usw. bis J,. Veréndern wir etwas die Differentialgleichung,
wobel nun die jetzt betrachtete Substitutionsgruppe nicht mehr
verindert wird, so wird die zuftllige Entartung im allgemeinen auf-
gehoben, und es entstehen die s-Terme mit den Darstellungseigenschaften
g1, Jay ... J, aus den betrachteten.

Um die Aufspaltung eines Terms mit der Darstellung (a7%) bei einer
Storung, die die Substitutionsgruppe & der Differentialgleichung #ndert,
zu erhalten, muff man also (afk) als Darstellung der neuen Substitutions-
gruppe R’ ausreduzieren. Hat sie dann die Gestalt (8), so spaltet der
urspriingliche Term in s Terme mit den Darstellungseigenschaften J;,
Iy, ... J, aul.

Natiirlich - hétten wir all dies auch durch direkte Rechnung mit
Hilfe der Formeln von Schrédinger erhalten konnen.

9. Im Punkte 5 haben wir jedem Term eine irreduzible Darstellung
der Gruppe R zugeordnet. Es erhebt sich die Frage, ob auch umgekehrt
alle irreduziblen Darstellungen der Gruppe R gebraucht werden.

Es sei H [¢(%,, %4, ... 2), &) eine Differentialgleichung und (afl)
eine Darstellung ihrer Substitutionsgruppe. Existieren nun beliebige
Funktionen £, (#;, %, ... )y fo (@ gy -+ By)y o [1{2y %y, -+ %), die
diese Darstellungseigenschaft haben, daf also

f. (B) = Z af, f1(B),

so gibt es (im allgemeinen unendlich viele) Eigenwerte mit der Dar-
stellung (¢1;). (Im entgegengesetzten Falle gibt es natiirlich keinen, da
ja sonst schon seine Figenfunktionen w,, v, ... ¢; die fir £, 7,, ... f2
verlangte Eigenschaft hitten, diese also nicht unerfiillbar wire.)

Um dies einzusehen, mufl man nur eine der Funkfionen f, nach
dem vollstindigen System von Eigenfunktionen der Differentialgleichung

H{Y (5, % ... @), & entwickeln. Die Entwicklungskoeifizienten nach
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XLITL 43
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Eigenfunktionen, deren Darstellung von (afl) verschieden ist, verschwinden
hierbei wegen (7). Hieraus folgt unser Satz.

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind — wie wir sehen werden —
im Falle von wenigstens vier Teilchen fiir alle irreduziblen Darstellungen
der in Betracht kommenden Substitutionsgruppen erfiillt.

10. Die Substitutionsgruppen, die fiir uns in Betracht kommen, sind
im wesentlichen Verkniipfungen von symmetrischen Gruppen, zwei- oder
dreidimensionalen Dreh- oder Drehspiegelungsgruppen, eventuell noch mit:
einer Spiegelung. Die Darstellungen dieser Gruppen einzeln sind bekannt?),
wir brauchen nur einen Satz fiir die Verkniipfung.

Unter der Dimension einer Darstellung versteht man die Anzahl
Zeilen oder Spalten in ihren Matrizen, diese ist also gleich der Anzahl
der linear unabhingigen Eigenfunktionen, die zu diesem Term gehoren.

Habe ich eine Gruppe U vom Grade q mit den Elementen X, 4y, Ay, ... 4,

und eine andere B vom Grade b mit den Elementen E, By, Bs, ... By so,
daB sie auBer E kein gemeinsames Element haben, so sei das direkte Produkt
C=UA.B=B.Y der Gruppen A und B vom Grade ab und enthalte die
Elemente E, Ag, A37 e A(l‘ Bg, BQ.A.Q, BgAg, PN BﬁAa* e Bb’ BbAQ’
By Ag, ... By Aa' Alle A sind mit allen B vertauschbar, 4,8, = B, 4,. Es
ist klar, daB € die Gruppeneigenschaften besitzt.

Sind pun die « irreduziblen Darstellungen der Gruppe A die Matritzen

1 An (2 Ay @ An
a .
( ik ik /) ( “n
mit den Dimensionen uy, ug, - .. %,; die @ irreduziblen Darstellungen der Gruppe B
die Matrizen
(Fmy, (CoPm), ... (FoPm)
’ ik 7
mit den Dimensionen vy, wg, .- - vg» 8O hat die Gruppe € genan « g irreduzible
Darstellungen, und zwar sind diese
1,1 4, By 1,2 4y By 1,84, B
¢ .. ern Em
( i3, 525 ks k2> ( Cin a5 kn kz>’ ( iy, ig3 ki, k2>
(21A By, ) (2 QcAnB ) .”(‘z,ﬂcx.e{n.Bm )
O kla 23 T tas Ky, By U1 ta by, ke (9)

(a,chan ) (a QcAnB ) . (a()’ A n Bm )

iy, Gg5 ki, Ko/’ 1, Tg5 k1, ka2 iy, 195 ki, ko
dabei ist
“iohn B adn _ #yPm (9 2)
217 123 kla k2 11, by 19y ’(2

1) Vgl. A. Speiser, Theorie der Gruppen usw. Fir die symmetrische
Gruppe insbesondere J. Schur, Berl. Ber. 1908, 8.664. Fiir die Drehgruppen:
J. Schur, Neue Anwendungen der Integralrechnung auf Probleme der Invarianten-
theorie 1., II. und III. Berl. Ber. 1924, 8.189, 297 und 346. H. Wey!l, Zur
Theorie der Darstellung der einfachen kontinuierlichen Gruppen. Berl. Ber. 1924,
S.338. Fir den Hinweis anf diese Arbeiten bin ich wiederum Herrn J. v. Neu-
mann zi Danke verpflichtet.
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nit den Dimensionen w;v,, u;vg, .- Urlgs UgVis Uglg, -« Ualgs «o - U Dy
Uy Vgy - -+ Uy Vg 41 Und 4y beziehen sich auf die Zeilen, k; und k, beziehen sich
auf die Spalten.

Man beweist zundchst leicht, dafi diese wirklich Darstellungen von € sind,
dann mit Hilfe der Gleichung (I) von J. Schurl), daf alle Funktionen der y

By 4q
K ”CAn By,
ity U2 Ky Ko, Y, m
Bp=F 4, =E

linear unabhingig sind, woraus die Irreduzibilitit folgt. Die Anzahl der Klassen
konjugierter Elemente von 9 ist «, von B ist #2). Die von € bestimmt sich zu
a@. Dies muB auch die Anzahl der irreduziblen Darstellungen sein, folglich
existieren aufler diesen keine weiteren.

Wir werden im folgenden die Terme nach ihren Darstellungen unter-
scheiden und bezeichnen. Unser (trivialer) Satz sagt also folgendes aus:
besteht die Substitutionsgruppe einer Differentialgleichung aus dem
direkten Produkt mehrerer Substitutionsgruppen (die eine Gruppe sei
z. B. die Vertauschung der Elektronen untereinander, die andere etwa
die der Wasserstoffkerne), st also die Differentialgleichung zwei ver-
tauschbare Substitutionsgruppen zu, so definiert jedes Paar von irre-
duziblen Darstellungen der beiden Gruppen eine irreduzible Darstellung
der ganzen Gruppe. Diese Darstellung, sowie die Terme mit diesen
Darstellungen, benennt man dann zweckmifig so, daf man die Zeichen
beider Darstellungen nebeneinander fHigt.

Aus den Formeln (9), (9a) liest man nun auch leicht ab — da alle
(vafk) sowie (“bf,) Einheitsmatrizen sind —, daB die 9 sich bei einer
Substitution der einen Untergruppe so transformieren, wie wenn diese
Untergruppe allein da wire.

Spezieller Teil

11. Wir werden jetzt die Substitutionsgruppe unseres Eigenwert-
problems aufsuchen.

Es gehoren folgende Substitutionen in diese Gruppe:
I. Auf alle Fille das Vertauschen aller Koordinaten aller Elek-
tronen.

II. Ebenfalls auf alle Fille das Vertauschen anderer gleichwertiger
Teilchen.

Hle
%) Ebenda, Satz XIII.

43%
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Diese beiden Gruppen sind Permutationsgruppen oder, wie man sie
auch nennt, symmetrische Gruppen. Ihre irreduziblen Darstellungen
sind bekannt?).

IIla'). Im feldlosen Falle ist der Raum isotrop. Ich kann also
das ganze System von einem anderen, zurth urspriinglichen beliebig ver-
drehten, Koordinatensystem betrachten und kann dieses Koordinaten-
system auch noch spiegeln. Diese Gruppe ist also die dreidimensionale
Drehspiegelungsgruppe, ihre Substitutionen stehen in (4). TIhre irre-
duziblen Darstellungen sind ebenfalls bekannt; es existieren zwei Dar-
stellungen von der Dimension 2714+ 1 (wo 1 eine nicht negative ganze
Zahl ist), die in den Matrizen, die reinen Drehungen zugeordnet sind,
iibereinstimmen. Der reinen Spiegelung durch den Ursprungspunkt ent-
spricht bei der einen Darstellung eine Diagonalmatrix mit lauter Gliedern
— 1% wir nennen diese die ,normale* Darstellung, bei der zweiten eine
Diagonalmatrix mit lauter Gliedern — 1!+1, wir nennen diese die ,ge-
spiegelte“ Darstellung?).

IIb. Im Falle des elektrischen Feldes wird die Isotropie des
Raumes aufgeboben. Das Koordinatensystem kann blof um die Achse
des elektrischen Feldes gedreht werden und auBerdem in einer zum Felde
parallelen Ebene gespiegelt. Es bleibt uns also nur eine zweidimensionale
Drehspiegelungsgruppe. Sie hat zwei Darstellungen der Dimension 1,
unendlich viele der Dimension 2. Der reinen Verdrehung um einen
Winkel o entsprechen dabei die Matrizen

¢ 0 e2te 0 e*te 0
9 09 ( mveh (o ssier (o psie) oo
der Spiegelung in der Ebene durch die Feldachse
01
00

o (0 ()

IITc. Im Falle des magnetischen Feldes kann man das Koordinaten-
system um die Feldachse drehen und in der Ebene senkrecht zu dieser
spiegeln. Dies ist ein direktes Produkt einer zweidimensionalen Dreh-
gruppe mit einer Spiegelung.

In den irreduziblen Darstellungen der zweidimensionalen Drehgruppe
entsprechen einer Verdrehung wmn den Winkel  die Matrizen

(L (@), (67, (&) (e~ 2% ...

1) Vgl. J. Schur, L. ¢. H. Weyl, L ¢.

?) Diese Unterscheidung wird sich als zweckmiBig erweisen.
3) Dijese Darstellung werden wir normal nennen.

4) Diese Darstellung werden wir gespiegelt nennen.
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In den beiden Darstellungen der Spiegelung entsprechen einer solchen

1), (=1
In den Darstellungen der Gruppe IIlc entsprechen also (Punkt 10) einer
Drehung um den Winkel o

1), @) (%), (€9), (e7%9), (€7 79), (2%9), (%%), (e~ 2%%) ...,
der Spiegelung in der zur Achse des Feldes senkrechten Ebene die Matrizen
(1): (" -I)a (1)7 (— 1)7 (1)7 ("‘ 1)7 (1)’ (—' 1)’ (1) s

Der Fall, daB beide Felder vorhanden sind, wird sich als nicht mehr
wesentlich erweisen.

die Matrizen

Da nun die Gruppen I und IT sowohl untereinander, wie mit jeder
der Gruppen IIla, IIlb, Illc vertauschbar sind, kénnen wir die Sub-
stitutionsgruppe der Differentialgleichung erhalten, indem wir das direkte
Produkt der Gruppen I und IT mit derjenigen Gruppe III bilden, die in
Frage kommt.

12. Zun#chst betrachten wir den Fall gekreuzter elektrischer und
magnetischer Felder, um die Wirkung der Gruppen III ganz aus-
zuschlieflen.

Wire nur die Gruppe I vorhanden, so wiirde im Falle von # Elek-
tronen jeder Aufteilung der Zahl # in ganzzahlige Summanden (wobei
jeder Summand grofer oder gleich dem vorangehenden sein muB) eine
Darstellung entsprechen. Sind aufierdem #, Teilchen der Sorte (1) (etwa
Protonen), n, Teilchen der Sorte (2) usw. da, so muf man im Sinne des
Punktes 10 jede Aufteilung der Zahl » mit jeder Aufteilung der Zahl »,
und jeder Aufteilung der Zahl n, usw. kombinieren, um alle irreduziblen
Darstellungen zu erhalten. Wegen 9. werden unendlich viele Eigen-
werte jeder Darstellungseigenschaft existieren. DaB keine Interkom-
binationen zwischen Termen mit verschiedenen Darstellungen vorkommen,
ist einfach eine Iolge von (7).

Es werden aber nicht alle Eigenwerte in der Natur als Terme
realisiert sein. Vielmehr ist z. B. bei Elektronen am einfachsten zu
fordern, daf bei adiabatischem Verschwindenlassen der Wechselwirkung
zwischen den Elektronen nur soleche Zustinde entstehen sollen, die
hochstens zwei Elektronen auf einer Bahn enthalten. Dies sind die-
jenigen Termsysteme, bei denen die Zahl n in lauter 1 und 2 zerlegt
wird 1).

1) W. Heisenberg (ZS. f. Phys. 41, 239, 1927) leitet diese Termsysteme
ab, indem er davon ausgeht, daf die Wirkung der Elektronenrotation durch neue



Wir entpebmen nun mit Heisenberg!) der Erfahrung, daf ein
!

Term hei sinem Atom zu elver Multiplizitit gehort, die um 1 grofler ist

aly die Anzahl der 1 in der Zerlegung von # in Summanden.

Bei

1 Dublett
Singulett
Triplett
Dublett
+1 Quartett
Singulett
42 Triplett
4+ 1 4 1 Quintett

. £
W 00 0 0O R e

E

[T | A T | A O

3

Wie die Auswahl der in der Natur vorkommenden Termsysteme
bei Protonen usw. ist, kann vorliufig nur durch Vergleich mit der Er-
fahrung entschieden werden, wie insbesondere in der Diskussion dieses
Themas bei F. Hund?) auseinandergesetzt ist %).

18. Wir gehen nun zu dem Falle fiber, wo auf unser System keine
Kraft wirkt. Dann sind die Darstellungen des IITa mit den Darstellungen 1
und II zu kombinieren.

Wir miissen nun die Darstellungen der dreidimensionalen Dreh-
gruppe etwas genauer betrachten. Dazu fithren wir die Parameter-
darstellung von Euler ein. Die Verdrehung, die den Bogen e in den

Eigenfunktionen, und zwar entsprechend den zwei Einstellungsmiglichkeiten des
Elektrons, zwei Eigenfunktionen beschrieben wird. Dann sucht er diejenigen
Termsysteme aus, die durch zwei Funktionen antisymmetrisiert werden konnen.
Diese Vorschrift fiihrt genau zu den im Text angegebenen Termsystemen. Ich
kann davon absehen niheres hieriiber mitzuteilen; da Herr F. Hund unabhingig
von mir nach einer etwas anderen Methode zu demselben Ergebnis gekommen ist
und seine Resultate bald in dieser Zeitschrift erscheinen.

1) Le.

2) Z8. f. Phys. 42, 93, 1927.

3) Ich méchte an dieser Stelle noch eine Bemerkung zur Frage der Bose-
Einsteinschen Statistik machen, soweit sie die Gasentartung betrifft. Ob in
einem Gase die Bose-Einsteinsche oder die Fermi-Diracsche Theorie zu Recht
besteht, hingt lediglich davon ab (W.Paulijr., ZS. f. Phys. 41, 81, 1927; siche
auch R.H.Fowler, Proc. Roy. Soc. (A) 118, 432, 1926), ob bei der Vertauschung
zweier Atome bzw. Molekiile die Eigenfunktion ungedndert bleibt oder ihr Vor-
geichen umkehrt. Dies 1ifit sich mit grofier Wahrscheinlichkeit fiir Molekiile, die
aus zwei gleichen Atomen bestehen, angeben. Wie immer ndmlich das allgemeine
Gesetz sein mag, das den Vorzeichenwechsel bei dem Austausch von Elektronen
und etwa von Stickstoffkeraen regelt, wenn man zwei X, miteinander vertauschi,
kann sich am Ende das Vorzeichen nicht geindert haben, weil ja jede Operation
zweimal ausgefiihrt worden ist. In solchen Fillen wenigstens besteht also die
Einsteinsche Theorie der Gasentartung hochstwahrscheinlich zu Recht. Natiirlich
gilt dies nicht fiir Elektronen.
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Bogen — . — .~ iiberfithrt, kennzeichnen wir mit den drei Eulerschen
Winkeln ¢, 3, p. Sie ist aus einer Drehung um die Z-Achse mit dem
Winkel p, um die X-Achse mit § und
aus noch einer Drehung um die Z-Achse
mit dem Winkel ¢ zusammengesetzt. Das
Matrizenelement, das in der 27 4 1-dimen-
sionalen Darstellung in der j-ten Zeile und
der k-ten Spalfe steht, bezeichnen wir mit
D]l-k (j und % laufen von —17 bhis 1) X
Wir betrachten diejenige Form der Dar- r
stellung, die als Darstellung der zwei-
dimensionalen Drehgruppe um die Z-Achse
ausreduziert und auBerdem hermitisch ist. Fig. 1.
DJI—'  hat-die Form

Djy (o B, p) = 7 dj (B e’ (10)
dix (B) ist reell, und es gilt
dGe(B) = (— /T djy (— B) = (— 1Y Fd;(B)
= diy(— B) = (—1)Y+*d_; _, (B). (11)

Fir spiter merken wir uns die Rekursionsformeln an:

TN (R Vi (R Yt
7 I+ DI+1)
- VB Ve —#

— Djcos f 4 Dji CIESY =0, (192
it VM—=g+1VI—j+2Y0 1=
Tk @I+ D@+ D)
— Dlysinfe—ie—DiT} ViriViti—1yr—® _ (12a)

J=k @1+ D1

pier Vi+i+1Vi4j+2ya+ 17—
@I+ 1D+

J+1.k
Do a - VI—j—1Yi—jyr—#

Durch (11) gehen aus ihnen weitere hervor.
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Es seien noch die ersten zwei Darstellungen fiir reine Drehung
explizite hergeschrieben. - Die ,normalen .und ,gespiegelten® Dar-
stellungen der Drehspiegelungsgruppe ergeben sich daraus gema8 Punkt 11.

—ic 14 cosﬂe__z.y7 —ia sm_ﬁ’ o—ic 1—cosf v
2

sin 8 iy
S —— cos 83, — ¢
(1)7 ‘/2 € ! ﬁ Vz !
. 1—cosp
2 &
¢ 2
14. Ich will nun 27 4 1 Funktionen finden:
f——l(xy ?/1) '21 cor Bny Yn, Zn); f—l—{—l(xlv 1/17 51 cos Bp, Yns Zn) RS}
fl(xl’ Yiy By oo Ty Yn» Zﬂ)?
die sich bei der Substitution (A) nach MaBgabe der 21 4 1-dimensionalen

irreduziblen Darstellung der dreidimensionalen Drehgruppe trans-

e— z'7', gt

formieren, fiir die also gilt
fz(x’ly ?/i) 3’1 .76,’,” y;w Z;L) == ;D;lfl(x:n Yis #y -v - Tny Yp» an_)7 (13)

worin fir @}, yi, 21 ... %y, Yo, 2, die Werte aus (A) zu entnehmen sind.

Tch betrachte die Funktionen an der Uberfliche », ==y, = m, = 0.
An dieser Uberfliche sind die Funktionen durch die gegenseitige Kon-
figuration der Teilchen bestimmt, wihrend die Lage der ganzen Konfi-
guration im Raume vorgeschrieben ist, ich nenne sie die Lage B. Fir
die Koordinaten, die die gegenseitige Konfiguration beschreiben, schreibe
ich g. Die Werte der Fuuktiomen f__; bis f; an dieser Uberfliche be-
zeichne ich mit g—;(9), 7—1+1@) x—1+2(9 --- 1 (9)- Die Funktion
Fr(®y; Yor 2y -+ Tuy Yny 2y) ist dann wegen (13)

fr(@ys Y11 83 oo v Ty Yns 2n) = ; thl(% B, v) 119 (13a)

wo o das Azimut des ersten Elektrons, § sein Polabstand und y der
Winkel zwischen den Ebenen Zr, und r, 7, ist'). Umgekehrt bestimme
ich die y2(g) ganz beliebig, so haben die in (13a) definierten Funk-
tionen £, die verlangte Transformationseigenschaft (13).

Sollen die f, die normale Darstellungseigenschaft der Drehspiegelungs-
gruppe haben, so muf
fx (" Bys =Yy — & — Ty —Yns “‘Zn) - ('_ 1)1 fx (xu Yy &1 Ty Yo Zn) (14)
sein, soll die Darstellungseigenschaft die gespiegelte sein, so ist

[AGEAE —8y e — Xy =Yy — ) = —(— D (®ys Yys 2170 T Yo Zy). (144)

1) Es geht hieraus hervor, dafi die D (a, 8, ) ein vollstindiges Funktionen-
system bilden miissen.
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Ist die Anzabl der Teilchen, die in die Differentialgleichung ein-
gehen, mindestens gleich 3 (die gesamte Anzahl der Teilchen also min-
destens gleich 4, da ein Teilchen wegen des Schwerpunktsatzes absepariert
werden muB: z. B. gehen in die Gleichung des H-Atoms nur drei Koor-
dinaten einem Teilchen entsprechend ein. Vgl. z B. E. Fues, Ann.
d. Phys. 80, 367, 1926), so kann man beides erreichen, indem man etwa
die g in der Lage B nur dort willkiirlich definiert, wo #; > 0 und die
Werte fiir 2, < 0 durch die Gleichung (14) bzw. (14a) bestimmt. Im
Falle von nur drei Teilchen (z. B. He) ist dies jedoch nicht moglich; dert
koramen nur die mormalen Darstellungen in Betracht.

Will man Funktionen bilden?), die sich bei der Vertauschung von
Elektronen so benehmen, wie eine bestimmte in 11. I beschriebene Dar-
stellung dies verlangt, so hat man lediglich die 4 nur dort willkiirlich
zu definieren, wo r; < v, <+--<(r, ist (r; Abstand des i-ten Teilchens
vom Schwerpunkt) und an den anderen Stellen die Funktionen mit Hilfe
hrer Darstellungseigenschaften (9), (9a) zu bestimmen.

Wegen 9. konnen wir hieraus schliefen: Vom Ii ab kommen in
jedem’ Multiplettsystem Terme jeder in Punkt 11, ITTa beschriebenen
Darstellungseigenschaft vor. Bei He und H kommen nur normale
Terme vor.

Die Eigenfunktionen sind durch die Ausdriicke (18 a) gegeben, die
12 (9) hingen nur von der gegenseitigen Konfiguration der Teilchen ab.

15. In diesem Punkte méchte ich die Auswahlregeln fiir die azi-
mutale Quantenzahl ableiten?). Unter Inbensitit ist hier die ,Starke
des Oszillators® zu verstehen, also die lineare Polarisation

‘ J. %P P I:

die hoheren Momente von Heisenberg?) sind nicht in Betracht gezogen.

1) Es gilt dies nur, wenn ein Teilchen (bei uns der Kern) da ist, von dem
nur ein Exemplar vorhanden ist und dessen Koordinaten man mit Hilfe des
Schwerpunktsatzes absepariert.

2) M.Born, W.Heisenberg und P.Jordan erhielten bereits in ibrer
Arbeit (ZS. f. Phys. 85, 557, 1926) Resultate, die sich in vielen Punkten mit den
hier folgenden decken. Insbesondere findet sich dort die Auswahlregel fiir die
magnetische Quantenzahl s und auch die Intensitdtsformel (18)." Auch bei
P.A.M.Dirac (Proc. Roy. Soc. 111, 281, 1926) finden sich diese Formein. Unsere
Betrachtungen fithren insofern etwas weiter, als wir auch einen Ubergang mit
{;, = Iy (dort j; — j,) ausschliefen konnen, wodurch die Deutung des [ als azi-
mutale Quantenzahl gesichert erscheint. AuBerdem kann [ (4) dort ganz- oder
halbzahlige Werte annehmen; bei uns sind nur ganzzahlige Werte mdglich.
Fiir den Fall eines einzigen Elektrons findet sich dies auch bei L.Brillouin,
Journ. de phys. et le Rad. 8, 74, 1927.

3) ZS. 1. Phys. 88, 411, 1926.
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Da wir die Wirkung des rotierenden Elektrons nicht beriicksichtigen
konnten, werden alle unsere ,Multiplettsysteme® (siehe Punkt 12) die
Eigenschaften haben, die experimentell bei Singulettsystemen bekannt sind.

Die Dimensionen der Darstellungen der Dfehgruppe sind 27+ 1.
Die Zahl 1 nennen wir azimutale Quantenzahl, da folgendes gilt: [ dndert
sich bei einem Ubergang um 4 1 oder — 1. Alle anderen Ubergiinge
sind verboten.

BEs geniigt, nachzuweisen, daB bei solchen verbotenen Ubergingen
die Polarisation, die vom ersten Elektron herriihrt, verschwindet. Be-
zeichnen wir mit »,, v, den Radiusvektor des ersten bzw. zweiten Elektrons,
mit o, § Azimut und Polabstand von der Z-Achse des ersten, y ist der
Winkel der Ebenen Zy,, r,7,, so ist die #-te Eigenfunktion, die zu einem
Term mit der azimutalen Quantenzahl 7 gehort, wegen (13 a)

> Dol B, 7)1 (0)
die x'-te Eigenfunktion mif der azimutalen Quantenzahl 7’
X D (o B P @)

Die Polarisation in der Z-Achse, die vom ersten Elektron herriihrt,

S [ Dhates By 1) 1200) Do e B )y (0) 7y cos B

LA

oder wegen (12)
EJ‘(DF}-I Dljl . Dl’ '
2k Uyd + i Vs /.) 4 (g) P 4 (g) 71y

L,
Vit —wVar =2 P2
ek = CIES Y e VI Y A
dies verschwindet schon bei der Integration iber e, 8, y wegen (ILb),
wenn weder 14+ 1 =17 noch 7— 1 == . Ahnlich die Polarisation in
der X- und Y-Richtung.
Terme, zu denen eine normale Darstellung der Drehspiegelungsgruppe

gebort, bezeichnen wir als normal, Terme, zu denen eine gespiegelte Dar-
stellung gehort, als gespiegelt. (Tberginge zwischen normalen und ge-
spiegelten Termen kommen nicht vor.

Es gentigt, dies fir eine Anderung von 1 um + 1 nachzuweisen, da
andere Uberginge tiberhaupt nicht vorkommen. Die Polarisation in der
Z-Richtung vom ersten Elektron ist (¢! normal, ¢!+?! gespiegeit)

Wﬁz,.

v
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Fiihren wir fiir #;, y;, £; neue Integrationsvariable — z;, — »;, — #; ein,
so andert sich ¢! mit dem Faktor (— 1)!; ¢! +1 mit dem Faktor — (— 1)¢+1
¢ mit — 1. Es ist also
— —
j¢lwl+1‘gl — '——j’l/)l ¢l+131 — 0.
Dieser Satz wird sich als identisch mit der Liaporteschen Regel er-
weisen. [Punkt 25]2).

16. Wirkung des elektrischen Feldes. Durch ein elektrisches Feld
in der Z-Achse wird die Substitutionsgruppe unserer Differentialgleichung
verkleinert. Wir miissen also im Sinne des achten Punktes verfahren
und die Darstellung der dreidimensionalen Drehgruppe als Darstellung
der zweidimensionalen (um die Z-Achse) ausreduzieren. In (1¢f ist die
Darstellung schon in dieser Form angenommen worden. [Es gilt niimlich
fir f =0

dr (0) = 8,1,
wie schon daraus hervorgeht, daf D, (o, By ) fir a =B =9y =20
die Einheitsmatrix sein muf.] In den irreduziblen Bestandteilen von
DL 2 (e, 0, 0), als Darstellung der zweidimensionalen Drehspiegelungsgruppe
um die Z-Achse, sind also

ete () 621'04 0 eila 0
(D <0 e—""‘>’ (0 e—gm)’ I <0 e—ila>

die Matrizen fiir reine Drehung um den Winkel ¢:; fiir die reine Spiegelung
in der Y Z-Ebene (nicht mehr durch den Koordinatenursprungspunks!)
haben wir, wenn die Darstellung normal war,

01 01 0 142,
(1)7 <1 O); (1 0>7 Ty (1 0)
bei gespiegelter Darstellung
01 01 0 1\® 3%
(=1 (1 o>’ (1 o>’ (1 o> '

Wir finden also: im homogenen elektrischen Felde spaltet ein Term
mit der azimutalen Quantenzahl I in I + 1 Terme auf. FEin neuer Term

1) Vgl. F. Hund, Linienspektren usw., S.132. Die Laportesche Regel soll
also vom Li ab gelten.
2) Vgl. Fufinote 3 und 4, S.636.
. . &% 0 0 —1 o .
3) Die Matrizen ( 0 e_,‘-,m) und ( 10 ) gehen durch eine Ahnlichkeits-

iz
0

transformation in die Matrizen (60 e_i”) und ((1) é) iiber.
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ist einfach, und je nachdem der urspriingliche Term normal oder gespiegelt
war, normal oder gespiegelt, die anderen haben noch zwei Kigenfunktionen
und unterscheiden sich in den beiden Fillen nicht in ihren Darstellungs-
eigenschaften.

17. GrofBe der Aufspaltung und Auswahlregeln. Ein Term mit der

ime ()
¢ ) ) hat die elektrische Quantenzahl m. Bel einer
0 e—ima’

Darstellung <
Strahlung, bei der der elektrische Vektor parallel zum Felde ist, sndert
sich m nicht (ein normaler Term geht in einen normalen, ein gespiegelter
in einen gespiegelten tiber). Ist der elektrische Vektor der Strahlung
senkrecht zum Feld, so kann sich #m nur mit -1 oder — 1 dndern.
Wir sehen, daB die Auswahlregeln ffir schwache Felder durchbrochen
sind: es kommt gar nicht mehr darauf an, aus was fiir einem Term der
neue entstanden ist, nur die elektrische Quantenzahl m spielt eine Rolle.

18. Mehr Interesse beanspruchen die Verhsltnisse in schwachen
Feldern 1), wo wir noch die Storungstheorie von Schrédinger anwenden
konnen. Das Storungspotential ist

> Gez.

i=1

Ist keine zufillige Entartung vorhanden, so wird sich der Starkeffekt
immer als quadratisch erweisen; wir miissen also, um zu einer Aui-
spaltung zu gelangen, bis zur zweiten Naherung vorschreiten.

Als linear unabhiingige unter den 21 -+ 1 Eigenfunkfionen mit der
azimutalen Quantenzahl! nehmen wir diejenigen heraus, deren Darstellungs-
eigenschaft sich in der Form (11) schreiben 1aBt: sie haben die Gestalt (13a).
Die Eigenfunktionen numerieren wir so, daB wir die azimutale Quanten-
zahl und die laufende Nummer des Terms mit dieser azimutalen Quanten-
zahl als oberen Index, die Nummer der Eigenfunktion, die zu diesem
Term gehort, als unteren Index hinzufiigen. Die oberen Indizes sind
also bei allen Eigenfunktionen, die zu demselben Term gehtren, dieselben,
wihrend der untere Index von —1 bis + [ liuft.

Fiir die Storungstheorie brauchen wir Integrale der Gestalt

! Y/ 1 14
. — 181 28y ___ 181 qppla S2 =
@5y Ty symy), = [ £ W W = [r cos g PR (15)

(da das é-te Elektron von dem ersten in keiner Weise bevorzugt ist,
rechnen wir immer mit dem ersten).

1) Vgl. auch A. Unsold, Beitrige zur Quantenmechanik der Atome. Ann.
d. Phys. 82, 855, 1927, § 10.
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Zur Berechnung setzen wir (13a) in (15) ein:

,—_/
(g symy; 1y symy); == 2 si Di’llt A %51181 ) sz i 14282 (@ rycosf (15a)

1y A2

und beachten (12), wodurch wir DWsz/z (2, B, y) cos § durch Dﬁ,ﬁz,z (o0 B, 9)
und D,,%z 7, (¢ B, ) ausdriicken. Dann fihren wir die Integration iiber
o, B und p (d. h. iiber alle Lagen im Raume bei gleicher gegenseitiger
Konfiguration der Teilchen) mit Hilfe von Ib und IIb aus, indem wir

[ Dita, (o By 9) Dia, (0 B 9) = 1,80,k Oimy my 2,
setzen und erhalten fiir (15a)
18 9 S
2 {wey, 8, 1, 1 Omy my 02,2, + 061, 01y, 1, —1 Oy my 02,1, %71 1(9)76 2(g)r,dy,

T
VA 12— mE VO, + 1P — 43 Y Vizd —m? V12— a2 .
o L+DJ,+1) ! 21, + 1,
Dies ist fir I, == I, + 1, m, = m,

ot
(s + 1, 85, mg; 18y mg), = 2 wey 41 [ 25922 (9) i d.

firl, =1, —1, m = m,

P
(Tq— 1, 5, my; 1,8,my); = 12@ 012~1jz§22_1’ 81 (g)xézzsz 9)r.dg.
2

‘Wir kénnen noch die Abhiéngigkeit von m — auf die es uns allein an-
kommt — besser zum Ausdruck bringen, indem wir far I, =17, + 1,
Mg = My

(ys,my; 1, —1, 85, my), = Vi2 —m? C sy, (16a)
fir I, =1, — 1, my = my,

(symy; 1, + 1, 85, my), = V({, + 1) —m] Crsy 5 (16b)

fiir m, == m, und fir |7, —1,| 5= 1
( symy; lysymy), = 0, m; = m, (16¢)
O symy; lysy,my), = 0, |, —1,| =1 (1684d)
Ist der eine Term normal, der andere gespiegelt, so gilt offenbar auf

alle Fille
(1,5, my; 1y, 8y, my); = 0. (16e)
In diesen Formeln hingt Cp , o, und Cj 4 ;, nicht mehr von m, ab. Da
diese Formeln (16a), (16b), (16¢), (16d) und (16e) nicht nur fiir das
erste, sondern fiir alle Elektronen gelten, gelten sie auch fiir die Summe
>, 8, my; 138, mg);, nur daB die Zahlen Cy 515, mud Cp 4 ¢, eine etwas
i

andere Bedeutung haben.
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Jetzt konnen wir die Schrédingersche Storungstheorie anwenden.
Fiir den linearen Effekt kommen hierbei — solange keine zufallige Ent-
artung auftritt — nur Ausdriicke der Art

(I3 83 my5 by Sgmy)
in Frage. Diese verschwinden aber wegen (16d). Es ist nur ein
quadratischer Effekt zu erwarten.

Die Existenz eines linearen Effekts hangt also (z. B. bei dem
Wasserstoffatom) mit einer zufilligen Entartung zusammen. Auch in
der slteren Theorie war dies dhnlich der Fall.

Wir konnen mnoch das quadratische Glied berechnen. Die Ver-

schiebung des Eigenwerts, der zu der Eigenfunkbion ?I“ﬁ,‘bfl gehort, ist

. 2
181 My 1y 83 my)

[}
g e (52 L% (
ALy = C e X S

lg s2m2 Iisy — Hlassy

oder wegen (16¢), (16d) und (16a), (16b)
AE; s m = @ {(f —m) A"+ (@, + 1)* —mi) B}
wo A’ und B' nicht mehr von # abhéingen. Anders geschrieben
AE;y = & (Als_Blsm2)~ (17)

Die Zusatzenergie ist fiir die m-te und — m-te Eigenfunktion die-
selbe, was ja auch natiirlich ist, da diese Entartung selbst bei einem
starken Feld (Punkt 16) nicht aufgehoben wird. Die absolute Grofe
der Verschiebung und Aufspaltung (A und B) 1aBt sich nicht allgemein
angeben, jedoch gibt unsere Formel (17) das Bild der Aufspaltung an.

Dieselbe Abhsngigkeit von m findet sich auch bei R. Becker?),
dessen Theorie auch eine sehr gute Abschitzung von A und B ermog-
licht. Auf Grund der Quantenmechanik hat seine Rechnung A. Unstld?)
wiederholt, der im wesentlichen zu derselben Formel gelangt.

Unsere Formel (17) muB — wenigstens fiir Singulettsysteme —
etwa ebenso genau gelten wie z. B. die Formeln fiir die Aufspaltung bel
dem Zeemanetfekt. Leider ist sie am experimentellen Material vorliufig
nicht zu prifen, da man bisher eine wirkliche Aufspaltung (aufler natiir-
lich bei H) kaum erreicht hat.

In der Fig. 2 ist das Bild . eines solchen Effekts schematisch auf-
gezeichnet. Bei den vier aufgezeichneten Termen (ein S-, P-, D- und
B-Term) sind die Linien mit m = O untereinander gezeichnet, und die
B, sind bei allen vieren gleich grofi angenommen, was in Wirklichkeit

1y Z8. f. Phys. 9, 332, 1922.
1L oe.
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natiirlich nicht der Fall sein wird. Die gestrichelten Linien bedeuten
Ubergiinge, die Zahlen auf ihnen sind Intensititen.

19. Ich mochte noch kurz auf die Verhiltnisse im magnetischen
Felde eingehen. Zu diesem Zwecke muf man wieder die Uberlegungen
des Punktes 8 heranzichen.

Ein Term habe die azimutale Quantenzahl 7 und gehére zu einem
Multiplettsystem M. Bis kein Feld da ist, ist die Substitutionsgruppe
der Differentialgleichung (vgl. Punkt 11) das direkte Produkt der drei-
dimensionalen Drehspiegelungsgruppe I11a mit der symmetrischen Gruppe 1.
Die Darstellung unseres Termes entsteht, indem wir die Darstellung, die
zum  Multiplettsystem 31 gehort, mit der Sl
214 1 dimensionalen Darstellung der Dreh-

1
gruppe kombinieren. Ich nehme die letztere P
Darstellung in der Form (1¥) an und das Pt l\
entstehende magnetische Feld in der Richtung P e
der Z-Achse. TUnsere Darstellung ist dann 72 J\
als Darstellung des direkten Produkts der :\421;6/\2*;@7:” \\\\3&
symmetrischen Gruppe I mit der Gruppe IIlc 4 1 ]
bereits ausreduziert. Sie hat 274 1 irre- 7=2 7 o 22 7

duzible Bestandteile. Diese sind zusammen-
gesetzt aus derjenigen Darstellung der Gruppe I, die zu unserem
Multiplettsystem gehort, mit einer der folgenden Darstellungen von Illc

(6——ila)7 (6~i(l—1)oc) (6"“‘)7 (1)’ (ez‘a) (eila)

fiir eine Drehung. Diese 21 - 1 Darstellungen sind die Darstellungs-
eigenschaften der entstandenen 27 -4 1 Terme.

Dieses Resultat ist von der speziellen Gestalt der Schradinger-
schen Gleichung sowie von der Darstellungseigenschaft der Gruppe I,
die zn unserem Multiplettsystem 37 gehort, wesentlich unabhingig.
Trotzdem zeigt es sich, daf die Aufspaltung immer in eine ungerade
Anzahl von Komponenten eintritt, was bekanntlich der Erfahrung bei
Dublett-, Quartett- usw. Systemen widerspricht. Diese Schwierigkeit
tritt natiirlich nicht nur an dieser Stelle auf; sie ist aber hier am
krassesten zu formulieren. Es scheint mir, daf hier zur Erklirung der
Verhiltnisse noch ein wesentlicher Punkt fehlt.

20. Wir konuten nun — ebenso wie bei dem Starkeffekt —
durch Beriicksichtigung der speziellen Gestalt der Schrsdingerschen
Gleichung (in der allerdings das rotierende Elektron auf keine Weise
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beriicksichtigt ist) eine Aufspaltungsformel erhalten. Es wiirde sich?) —
wie zu erwarten — die fiir Singulettsysteme giiltige Formel des normalen
Zeemaneffekts ergeben (Aufspaltungsfaktor ¢ — 1). Ebenso konnten
wir die Auswahlregel im beliebig starken Feld berechnen, was allerdings
ein etwas komplizierteres Resultat ergibt. Fiir schwache Felder stehen
die Integrale fiir die Intensititen der m-Komponenten fertig in (16a)
oder (16b) da, die Intensititen der ¢-Komponenten ergeben sich ebenso
einfach durch Anwendung der Formel (12a) und (12b). Wenn wir die
magnetische Quantenzahl mit m bezeichnen, so gilt fiir einen Ubergang

Relative Intensititen
lm— 14 1. m (n-Komponente) @+ 1) — m?
I, m > 141, m+ 1 (6-Komponente) 1(1 -+ 1 4+ m) (I 4+ 2 + m)} (18)
I, m—> 1+ 1, m— 1 (6-Komponente) (1 + 1 — m) (I + 2 — m)

Auch diese Formeln gelten fiir Singulettsysteme.

21. Als vorletzten Punkt unserer Uberlegungen behandeln wir das
sukzessive Einfangen von Elektronen von einem JTon. Wir werden
hierbei von dem im wesentlichen von Heisenberg (l. ¢.) gegebenen
Schema der Zuordnung der Darstellungen zu Multiplettsystemen aus-
gehen, die in Punkt 12 beschrieven ist.

Unsere Aufgabe besteht eigentlich aus zwei Teilen. Im ersten Teil?)
gehen wir von einem ,ungestdrten® System aus, in dem keine Wechsel-
wirkung zwischen den Elektronen vorbanden ist und diese nur unter der
Einwirkung des Kerns stehen. Dann sind die Eigenfunktionen Produkte
von Funktjonen der Koordinaten nur je eines Elektrons, oder lineare
Kombinationen solcher Produkte. Es 146t sich dann jedem Elektron ¢
eine Hauptquantenzahl N; und eine Azimutalquantenzahl I; zuordnen.
Wir fragen nun, was fiir Terme (Multiplettsystem und Azimutalquanten-
zahl T des Atoms) aus diesem Term entstehen, wenn wir die Wechsel-
wirkung zwischen den Elektronen langsam, als Stérung angewachsen
denken. Wir haben also zu jedem Elektron eine Azimutalquantenzahl
zugeordnet und fragen, wie sich diese zu der gesamten azimutalen Quanten-
zahl des Atoms zusammensetzen. Dieser Teil der Aufgabe 48t sich

auch ganz formal erledigen; ich werde indessen hier eine etwas andere
Behandlung wihlen.

1) Siehe auch M. Born und P. Jordan, ZS. . Phys. 34, 858, 1925, und
E. Schrédinger, Ann. d. Phys. 81, 139, 1926.
?) Vgl. F. Hund, Linienspektren usw. §§ 24, 25.
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Die zweite Frage?) betrifft die Zuordnung der einzelnen Serien-
grenzen des Atoms zu Termen des Ions. KEs ist mir leider nicht ge-
lungen, diese Aufgabe in dieser Allgemeinheit zu Iosen, obwohl es mit
den hier entwickelten Methoden durchaus moglich sein muB. Ich ver-
zichte daher auf die Behandlung dieser Frage.

22, Wir miissen hier eine kleine Hilfsbetrachtung einschalten. Es
sei ein System von # gleichen Teilchen gegeben, die alle unter der
Wirkung einer Kraft stehen (man denke an die # Elektronen des Atoms,
wobei die Wechselwirkung vernachléssigt ist). Die Eigenfunktionen
dieses Systems sind Produkte von Eigenfunktionen der einzelnen Teilchen,
oder Summen solcher Produkte. Insbesondere betrachten wir einen Zu-
stand, in dem d Bahnen doppelt besetzt sind, alle anderen einfach. Zu
%; Eigenfunktionen. Lassen wir nun die
Wechselwirkung zwischen den Teilchen eintreten, so spalten die Terme
im allgemeinen auf, und es entstehen solche, deren Darstellungen fiir
Substitutionsgruppen der Art I irreduzibel sind. Die Frage ist nun,
wieviel Terme einer bestimmtben Darstellungseigenschait aus einem be-
stimmten, ,ungestorten® Term entstehen. Das Problem wurde fiir den
Fall d = O bereits in einer vorapgehenden Mitteilung gelost?), die
Ni,i,.. .1 geben die Zahlen der Terme an, die zu der Darstellung 1,
Ag ... Ay gehoren (A, 4 Ay + ---+ 4, == n). Im allgemeinen ist das
Problem etwas verwickelter, gliicklicherweise interessieren uns aber nur
diejenigen Termsysteme (vgl Punkt 12), bei denen in der partitio nur
die Zahlen 1 und 2 vorkommen. Die Anzahl der Zweier bezeichnen wir
mit z, die Anzahl der Einser ist dann # — 22, die Multiplizitit des
Terms n — 22z + 1.

einem Term gehoren dann

Das Resultat der Rechnung, die ich nicht anfiihren mochte (sie
ist mit der fir d = 0 vollkommen analog, nur erfordert sie etwas mehr
Rechenarbeit), ist folgendes: Aus einem ungestérten Term mit d doppelt
besetzten Bahnen entstehen

(00 a9

N

Terme der Multiplizitit » — 22 + 1.

1) Vgl. F. Hund, Linienspektren usw. § 39.
2) E. Wigner, ZS. £ Phys. 40, 883, 1927.

Zeitschrift fiir Physik. Bd. XTIII. 44
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Diese Formel gilt natiirlich auch fiir d == O und ist in diesem Falle
— wie man sich leicht tiberzeugt — mit der Formel fir Ny ;,. .. % iden-
tisch, wenn nimlich alle 1 gleich 1 oder 2 sind.

28, Wir betrachten nunmehr ein ,ungestdrtes® Atom mit » Elek-
tronen mit den Hauptquantenzahlen N, N,, ..., N, und den Azimutal-
quantenzahlen 1,, 1, ..., l,. Die direkte Berechnung der Aufspaltung
der Eigenwerte ist zwar durchaus moglich, doch kommt man einfacher
zum Ziele, wenn man sich ein schwaches magnetisches Feld angelegt
denkt und- so den 21; - 1fachen Term des iten Elektrons in 21, + 1
Terme zerlegt. Dann ist unsere Aufgabe einfach die: Ein Elektron ist
auf einer der 21, 4 1 Bahnen N, I,, m; (m, liuft von —1I bis + 1),
ein zweites auf einer der 21, 4+ 1 Bahnen N, 1,, m, nsw. und schlieflich
ein Elektron auf einer der 27, + 1 Bahnen N, I,, m, (m, liuit von
—1, bis 4-1,). Es ist nun zu beachten, daf die magnetische Quanten-
zahl m des Atoms aufgebaut aus Elektronen mit den magnetischen
Quantenzahlen m,, m,, ..., m, gleich m, 4 m, 4 +-+ m, ist. Die Eigen-
funktion des Atoms ist namlich das Produkt der Eigenfunktiomen der
Elektronen, diese multiplizieren sich bei einer Drehung mit dem Winkel o
um die magnetische Feldachse mit ¢m1% ¢m2e, ..., ¢f™n®, die Eigenfunk-
tion des Atoms also mit ¢f@mi+me+ - mye,

Hiernach konnen wir alle etwa (21, 4+ 1)(27, 4+ 1)... 2L, + 1)
Zustande separat betrachten, die durch spezielle Wahl der m,, my, ..., m,
entstehen und auf alle separat das Ergebnis des vorangehenden Punktes
anwenden. Dieses geniigt offenbar, da Fille, wo mehr als zwei Elek-
tronen dieselben drei Zahlen N, 7, m haben, fiir uns iiberhaupt aus-
scheiden (Punkt 12).

24. Tch mochte dies an einem Beispiel illustrieren. KEs seien ein
1p- und zwei 2p-Elektronen vorhanden (N, = 1, N, = N, = 2,
l, =1, =1, =1). Die erste Spalte in Tabelle 1 reprisentiert durch

die drei Striche ||| die drei Bahnen N = 1, 1 =1, m = — 1, 0, 4+ 1,
in der zweiten Spalte sind die drei Striche die drei Zustinde N = 2,
l=1 m= —1, 0, + 1. Die Punkte auf den Strichen bedeuten

Elektronen, die in diesem Zustand sind, 4 die Anzahl der doppelt be-
setzten Bahnen, m sind magnetische Quantenzahlen des Atoms, also
m, -+ my + m,. Darunter stehen die Ausdriicke

(\nz:zdd> - (zn——d ?_d 1>’ (19)
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Tabelle 1.
N=11=1|N=21=1 z =10, Quartett z = 1, Dublett
d T
m= |l—10 1] —1 0 1 —2 1ot ]z2)—3]—-1o]1]2]s
N 1
bodo o]t 2
$ ] o 1 2
4 I | | ¢l 1
I ¢+ ¢ 0 1 2
1R 1
] It 1)1
¢+ o 11 2
s Ly 1 4o 1|1 9
| “Td NI ! 1)1
|+ 4o 1)1 2
Polo#t 1
die angeben, wieviel solche Terme entstehen. Es entstebt also ein
Quartetterm mit m =— — 2, zwel mit m — — 1, drei mit m = 0,
zwel mit m =— 1 und einer mit m =— 2. Diese kann man nur in ein

¢D, *P, S zusammenfassen. Ahnlich erhalten wir fiir die Dubletterme
2B, 2D, 2D, *P, ?P, 2P, 25. Es sind dies offenbar durchweg dieselben
Terme, die nach dem vorhandenen empirischen Material erwartet werden
miissen. (Vgl. z. B. F. Hund, L c¢. § 24, 25, wo hierfiir viele Beispiele
gegeben sind.)

Auf die empirische Bedeutung dieses Aufbauprinzipes hinzuweisen,
ist kaum notwendig, kann man doch bekanntlich mit seiner Hilfe einen
groBen Teil des Baues der Serienspektren sowie des periodischen Systems
erklaren.

25. Wir untersuchen noch die Frage, welche Terme normal und
welche gespiegelt sind. Da die Eigenfunktionen eines Elektrons immer
normal sind (Punkt 14), so geht die Eigenfunktion des ¢ten Elektrons
bei der Spiegelung durch den Koordinatenursprungspunkt in den
(— 1) fachen Wert iiber. Die ganze Eigenfunktion des Atoms geht in
den (~— 1) +l+ -+ lnfachen Wert iiber. Ist also I die azimutale Quanten-
zahl des ganzen Atoms, so ist der zugehtrige Term normal oder ge-
spiegelt, je nachdem (— 1)a+2+ - ln—1 gleich 4+ 1 oder — 1 ist. Nun
kommen Uberginge nur von normalen in normale, von gespiegelten in
gespiegelte Terme vor. 1, 4-1, 4 --- 1, — I kann sich also nur um eine
gerade Zahl dndern. Da sich ! nur um + 1 oder —— 1 #ndert, darf sich
i, + 1,4 -+ 1, nur um eine ungerade Zahl #ndern Dies ist der Inhalt

44*
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der Laporteschen Regel. Es ist merkwirdig, wie wenig anschaulich
diese Deutung ist, so daB man die in der slteren Quantentheorie von
W. Heisenberg?!) gegebene Deutung kaum wiedererkennen kann.

96. Zum Schbluf mochte ich noch darauf hinweisen, dal es leicht
ist — nicht nur die Kugelsymmetrie aller S-Terme [die ja von unserem
Standpunkte aus trivial ist]?) — zu beweisen, sondern das Verschwinden
der Dipolmomente aller stationdren Zusténde zu zeigen. Auch
die Quadrupolmomente lassen sich berechnen. Ich mdchte aber hierauf
nicht eingehen, da die vorliegende Note ohnehin schon allzu lang ge-
worden ist. Die Bedeutung dieser Beziehungen besteht hauptsichlich in
der zuerst von A. Unstld?®) bemerkten Tatsache, daf man bei jeder
Storungsrechnung in erster Ndherung so rechnen kann, wie wenn die
elektrische Ladung nach der Schridingerschen Formel iiber den ganzen
Raum ,verschmiert* wire und nach den Regeln der klassischen Elektro-
statik wirken wiirde.

27. Zweck der vorliegenden Arbeit war, zu zeigen, dal man durch
ganz einfache SymmetrieBetrachtungen iiber die Schrodingersche Diffe-
rentialgleichung schon einen wesentlichen Teil der rein qualitativen
spektroskopischen Erfahrung erkliren kann.

Wie die in Punkt 19 gestreifte Schwierigkeit zu beheben ist, ver-
mag ich nicht zu sagen. Es erscheint einem zunichst recht schwierig,
wit einer Differentialgleichung mit eindeutigem 3 eine Aufspaltung in
eine gerade Anzahl von Komponenten im magnetischen Felde heraus-
zubolen. Auch zeigen sich noch einige andere Schwierigkeiten in solchen
Fallen, wo die rotierenden Elektronen eine Rolle spielen.

Berlin, Institut fiir theoretische Physik der Techn. Hochschule.

1y ZS. f. Phys. 82, 841, 1925.

%y Zu diesem Ergebnis kommt auch A. Unsdld (I c.) fiir §-Terme wasser-
stoffihnlicher Spektren und fiir abgeschlossene Schalen (die natiirlich in unserem
Sinne auch S§-Terme sind), indem er sich fiir die Wechselwirkung der Elektronen
anf die erste bzw. zweite Niherung beschrinkt. Vgl. auch A. Sommerfeld,
Phys. ZS. 28, 231, 1927.
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