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Einige F o l g e r u n g e n  aus der S c h r S d i n g e r s c h e n  Tkeorie  
filr die Termstrukturen.  

Von Eo ~Tigner in Berlin. 

Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 5. Mai 1927.) 

Es wird versueht, aus der Form der Schr~dingersehen Differentialgleiehung 
einige strukturelle Eigenschafteu der Spektren abzuleiten, Es wird die Aufspaltung 
im elektrischen und magnetisehen Feld~ das Aufbauprinzip der Serienspektren und 
einiges Verwandte behandelt. Es ergibt sieh - -  soweit das rotierende Elektron 

nicht in Betraeht z u  z i e h e n  i s t  - -  ~bereinstimmung mit der Erfahrung. 

1. Die einfache Gestalt der S c h r ~ din g e r schen Differentialgleichung 
gestattet die Anwendung einiger Methoden der Gruppen, genauer gesagt, 
der Darstellungs~heorie. Diese Methoden haben den Vorteil, da~ man 
mi~ ihrer Hille beinahe ganz ohne Rechnung Resul~ate erhalten kann, 
die nieht nur ffir das Eink~rperproblem (Wassersto~fatom), sondern auch 
ffir beliebig komplizierte Systeme e x a k t  gfiltig sin& Der l~aehteil der 

Methode ist, da~ sie keine l~i~herungsformeln abzuleiten ges~attet. Es is~ 
auf diese Weise miiglich, einen grol~en Tell unserer qualitativen spektro- 
skopisehen Erfahrung zu erklaren. Die Methode ist dabei so allgemein, 

dal3 sie vielfaeh gar nicht an die spezielle Gestalt der Differentialgleichung 
gebunden ist. So z.B. kann die Frage naeh der Anzahl der Aufspaltungs- 
komponenten im Magnetfeld behandelt werden, ohne daft man mehr 
voraussetzen mfii3te, als daft die Terme Eigenwerte einer llnearen homo- 
genen Differentialgleiehung sind, in die physikaliseh gleichwertige Dinge 
(z. B. Richtungen im Raume, solange k e i n e  iiul~eren Felder da sind) in 
gleicher Weise eingehen. Die relativen Intensiti~ten der Komponenten 
kSnnen noeh bei schwachen Feldern berechnet werden, ohne dal~ man 
eine Annahme fiber die Differentialgleichung m i t  Feld machen mfifte. 

Viele bier abgeleitete Beziehnngen sind schon bekannt. Andererseits 
kenne ich aul~er der Londonschen Ableitung 1) des K u h n - R e i c h e -  
Thomasschen Summensatzes keine s t r e n g  gfiltige Beziehung, die hier 
nicht vorkame, es sei denn, dall sie sich ant das Wasserstoffatom beziehi. 

Urn das Resultat vorwegzunehmen, sei schon bier gesagt, dal] in 
allen Fallen t3bereinstimmung mit den spektroskopischen Erfahrungen 
besteht [wie sie zuletzt yon F. H u n d  2) so schSn zusammengefal~t worden 

1) ZS. f. Phys. 89, 322, 1926. 
u) F. Hun'd, Linienspektren und periodisehes System der Elemente. Berlin 

1927. Dortselbst auch weitere Literatur. 
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sind], soweit hierbei das ,,r0tierende Elektron" keine Rolle spielt. Wenn 
man also aus dem t tundschen Buche alle Kapitel fiber das rotierende 
Elektron streichen kSnnte, so wtirde das fibrigbleibende Material sieh 
unseren Ergebnissen fiigen. 

In der vorliegenden Arbeit ist das rotierende Elektron zumeist nieht 
mit beriieksichtigt and die Resultate sind dementsprechend vielfaeh nut 
fiir Singulettsysteme gfil~ig. 

Es wird allerdings bei vielen Ableitungen gar nicht angenommen, 
dal~ die Dif~erentialgleiehung nur die Lagenkoordinaten der Elektronen 
enthalt; sle kiinnte noch beliebig viele, sich auf die Rotation der Elek- 
tronen beziehende Koordlnaten enthalten. Da bei Nichtsingulettsystemen 
auch in diesen Fallen keine Ubereinstimmung mit der Erfabrung erzielt 
werden konnte, so wfirde ieh glauben, da~ man ohne einen neuen Ge- 
danken, lediglich durch Einfiihrung neuer Koordinaten zur Besehreibung 
der Elektronenmagnete, nieht auskommen kann. 

I_m folgenden allgemeinen Tell werdefi die mathematlschen Hil~s- 
mittel bereitgestellt, die dann im speziellen Teile verwertet werden. 

A l l g e m e i n e r  Teil .  

2. im ~olgenden ist die Determinante aller ~atrizen ungleieh Null, 
alle Integrationen, wo niehts anderes angegeben ist, sind fiber den ge- 
samten Bereich der Variablen zu erstrecken, /Sjk ~ 0, 1, ~e nachdem 
j =r k oder j  : k .  

Ist H (xl, x~, . . ,  xn) eine Funktion, /~ eine lineare Substitution in 
n Variablen 

Xrl - -  (Z11 X 1 - ~  0~ 15 X2 -~- " ~ ~ fZ 1~  Xn,  

x~ = ~lx~ + ~ x ~  § . . ' ~ x n ,  / (1) 

Xn ~ ~Zn 1 Xl -~ ~zn 2 X2 ~- �9 �9 "~n n Xn, 

so verstehe ich unter der Funktion H (R (xl, x~ . . .  xn) ) die Funktion, ~fir 
die identisch in den xl, x~. . .  x~ gilt 

H (R (x 1, x~... x.)) ~ ,  (x;, 4 . .  4), (2) 
wobei fiir x'l, x~ . . .  x~ die Werte aus (1) eingesetzt gedaeht werden 
miissen. Wir werden fiir H ( R  (xa, x ~ . . .  Xn)) aueh kurz H (R) schreiben. 
Da E immer die Einheitssubstitution ist (~k ----- (~i~), ist H (E) ~ H- 

Es sei nun eine lineare homogene I)ifferentialgleichung, ein Eigen- 
wertproblem gegeben: H(H, ~) ~ 0. Hat die Differentialgleichung, bzw. 
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die Substitution R die Eigenschaft, da~ mit  i e d e r  ~ (Xl, X2 . . .  $~) auch 
(R (x v x~. . .  x~)) eine LSsung tier Differentialgleiehung bei demselben e 

ist, so sagen wir  ,,R ist in der Substitutionsgruppe der Differential- 

gleiehung H (~, e) enthalten". Es ist n~mlich klar, dal3 die Substitutionen, 
fiir die dies gilt, eine Gruppe bilden. 

Zumeist ist ihre Substitutionsgruppe der Differentialgleichung direkt 
anzusehen. Zum Beispiel wenn ich in der Seh r (~d inge r schen  Gleiehung 

unter xi, yi, zi die Lagenkoordinaten des /-tan Teilchens verstehe, unter 
/ t  dagegen die Substitution 

x'~ _ ~1 xl + ~1Yl + 71~1, Y'~ _ ~2 x~ + ~ Yl + 7o.z. z'l = ~ xl  + fl~ Yl + 7~ % 

X~_O~lXi+fllYi+~lZi ' yi:o~Xi+fl2Yi+~)oZi,  j i:~Z~Xi+fl~yi+~sZi ' (A) 

wobei die Matrix 

orthogonal ist, so verifiziert man leieht, da~ :R in tier Substitutionsgruppe 
der S ch r 5 d in  g e r schen Gleichung enthalten ist. In  einer vorangehenden 
Mitteilung 1) wurde zur Ableitung des H e i s e n b e r g - D i r a c s c h e a  Term- 
zeHalls nur die Tatsache benutzt, dal~ z. B. bei dam He die Substitution 

r , , ~ r 

xl----- x~, y'l ~ Y2, z~ ~ z~, x2 ~ x 1, Y2 ~ Yl, z2 : z  1 

in die Substitutionsgruppe gehSrt. 

3. Is t  mir  umgekehrt  die Substitutionsgruppe /~, / ~ ,  R v . . .  einer 
Differentialgleiehung bekannt, so kann ich aus jeder LSsung sofort andere 
angeben, namlich aus ~ (xl, x ~ . . .  xn), die weiteren ~ (R~ (xl, x ~ . . .  x,~)), 
~ ( / ~ ( x l ,  x~ . . .  x,~)) usw., die alle zum Eigenwert  e gehSren. Diese 
Funktionen werden im allgemeineu nicht alle linear unabhangig von- 
einuader sein. ~1, ~ 2 , " "  ~z sei ein linear unabhangiges Aggregat,  durch 
welches sich a l l e  zu diesem Eigenwert  e geh(~rende Eigenfunktionen aus- 
driicken lasseu. Da aueh ~ (Ri) eine solehe Eigenfunktion ist, ist  

l 

_--- ~ %.,. , ~  (E).  (.~) , z  (R~) Ri 

a) E. W i g n e r ,  Hber nichtkombinierende Terme in der neueren Quanten- 
theorie, 2. Tell, ZS. f. Phys. 40, 883, 1927. 
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Fiihren wir in diese Gleichung durch die Subst i tut ion/?j  neue Variable 

ein, so erhalten wir 
l 1 I 

= = 

Andererseits ist 
1 

,tt ~ 1 

Wegen der linearen Unabh~ingigkeit der ~ ,  folgt hieraus 

l 
= (4)  

A ,tl ~ ,It 

Mit anderen Worten:  die ]~Iatrizen (aEk) , (aRs (aRks)... nsw. bilden 

eine zur Substitutionsgruppe E, /?~, /7~ . . .  der Differentialgleichung iso- 

morphe Substitutionsgruppe, oder wie man das in der Gruppentheorie 

sagt, sie bilden eine Darstellung dieser Gruppe ~). 

Diese Darstellung nennen wir dann zur Ktirze die Darstel!ung des 

betreffenden Terms ~. 

Dutch eine andere Wahl der linear unabhangigen ~1,.0~ " "  ~l ,  

wenn wir z. B. 

gewshl t  h~tten, erf~hrt die Darstellu~g nut eine ,Ahnliehkeitstransfor- 

marion", indem aus den Matrizen (ark), @2)' @2) usw. die Matrizen 

(gi/~) ( (~E)  ( g i k ) - - I  ([gik)  ( a ~ )  (fzik)--l/  (gik)  ( a ~ )  ((zik) - 1  u s w .  entstehen. 

Solche Darstellungen, die sich nut durch eine 5hnlichkeitstransformation 

unterseheiden, wollen wit  als nicht versehieden voneinanfler ansehen. In 

diesem Sinne hat also jeder Term e ine  Darstellung. 

Umgekehrt entsprleht natiirlieh einer Abnliehkeits~ransformation 

der Darstellung lediglieh eine andere Wahl  der linear unabhgngigen 

1) Siehe z. B. A. Spe i se r ,  Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung. 
Berlin, 1923. Eine sehr schhne und Ieieht verst~indliehe Darstellung finder man 
bei J. Schur,  Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharaktere. Berl. Ber. 
1905, S. 406 in den ersten 6 bis 8 Seiten. Die bier gebrauchten S~tze sind ent 
weder bier abgeleitet oder wenigstens [(6), I, II und Punkt 11], ausfiihrlich be- 
sprochen. 
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4. Nehmen wir insbesondere die ~1, ~ 2 " "  $~ orthogonal normiert, 
f%F 

bzw. im komplexen Falle hermetisiert an, so daI] ~g'i ~Pj = 6ij, so folgt 

g~, uv z~ h~ , 

Fiihren wir nun au~ der linken Seite die Transformation ~ i  1 der Inte- 

 rations ariablen k nnen ein aoh = 

schreiben, und wir sehen unmittelbar, daI] 

a Ri a~ t = (~.~, (5) 
~u 

d. h. die Darste]hng hat eine orthogonale, bzw. hermitische Form. Es 

folgt hieraus bekanntlich, da (aR71) ----- (aR.i)--I iSt, da~ 
\ j k  / 

f % J  

= r  
Eine Umkehrung dieses Satzes - -  die iiir ,,irreduzible" Darstellungen 
gilt - -  wird uns sparer begegnen. 

5. Irreduzibel nennt man eine Darstellung, wenn es n i e h t  mSglich 
ist, die Matrix (ti~) der ~hnlichkeitstransformation so zu wahlen, dal3 

a l l e  ~ . ' [ a t r i z e n  (tik) (aEk) (tik) - 1 ,  (tik) (aiR~) (tik) - 1 ,  ffik) ( a ~ )  ( t tk )  - 1  118~-. 

die Gestalt haben 
0 0 . . . 0  
: : 

0 0 . . . 0  
0 . . 0  

0 . . 0  
: : 

0 . . 0  

wobei die leer gelassenen quadraffiirmigen Stellen bei allen (ti k) (a~k) (ti k)- 1 

beliebig besetzt sein ktinnen, wiihrend die ausgeschriebenen Nullen bei 
alien dieselben Stellen einnehmen. Es wiirden etwa bei allen in den 
ersten l'-Zeilen nut die ersten l'-Spalten bese~zt sein, in den letzten 
l - - l ' -Ze i l en  nur die letzten 1--l ' -Spalten.  In den ersten l'-Zeilen 
stehen in den tetzten 1 -  l'-Spalten, in den letzten 1 -  l'-Zeilen in den 
ersten l'-Spalten lauter /~ullen. Ist eine solehe Bestimmung des (ttk) 
n i c h t  mliglieh, ist also die Darstellung des Terms eine irreduzible, so 
sagen wir, die Entartung (d. h. alas Zugehiiren mehrerer Eigenfunktionen 
zu elnem Eigenwert) isf normal. Sonst sprechen wir yon einer zu[alligen 
Entartung. 
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In dem Falle der zuf~lligen Entartung, wo also die Darstellung des 

Terms keine irreduzible ist, k~nnen wir diese dureh eine zweckm~l~ig 

gewahlte s (tik).. (tik) -1  ,,ausreduzieren", d.h. 
alle ~atrizen (a~), (aft), ( ~ ) . . .  in die Form bringer: 

0 . . . 0  . . . . . . . . . . . .  0 
J1 : : 

0 - . . 0  . . . . . . . . . . . .  0 
0 . . . 0  0 . . . . . . . . . .  0 
: : J2 : 
0 . . . 0  0 . . . . . . . . . .  0 

0 . . . 0  ", 

" , , 0 . . 0  
o 
: J~ 

0 . . . 0  0 . . . 0  . . . . . . .  0 

(6) 

wo an den quadraff~rmigen Stellen Jv J r ' "  Js Matrizen i r r e d u z i b l e r  
Darstellungen, sonst ]auter Nullen stehen. Fiihren wit nun mit Hilfe 
der tik neue Eigenfunktionen ein 

k 

so zeffallen diese Eigenfunktionen in s-Gruppen. Die ~p~.(i?) ~tir 
R ~ E~, R2, R~ . . .  usw. der einen Gruppe lassen sieh durch ]ineare 

Komblnation der ~p' dieser selben Gruppe a l l e i n  ausdriicken. Dies geht 
aus der Gestalt (6) der Darstellung hervor, die fiir die ~ '  gilt. Dal] der 
Eigenwert der einen dieser Gruppen mlt dem Eigenwert der anderen 
Gruppen iibereinstimmt, ist quasi zuf~llig, woher aueh das Wort  zuf~llige 

Entartung genommen wurde. Im entgegengesetzten Falle der normalen 
Entartung sind - -  bei beliebiger Wahl des ~ - -  alle linear unabh~n- 
gigen Eigenfunktionen, die zu diesem Eigenwert gehSren, unter den 
~, (E), ~p (R2) , ~, (R3) . . .  usw. enthalten. Im Falle der zuf~lligen Ent- 
artung k~nnen wir auch sagen, dal~ die s-Terme normaler Entartnng 
(mit den Darstellungseigensehaften J1, J2 , - - -  Js) zusammenfallen. Wit  
werden einen solchen Eigenwert s-fach z~h]en, indem wir jeder der 
s-Gruppen yon ~p' einen Eigenwert zuordnen. In diesem Sinne ist also die 
D a r s t e l l u n g  e ines  ieden  T e r m s  eine  i r r e d u z i b l e .  Wir wollen an 
dieser Nomenklatur festhalten. 
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6. Ffir die Matrixelemente einer irreduziblen Darstellung gelten 
zwei wichtige Sgtze. Sind (a~k) und (bik) zwei nieht ahnliehe irreduzible 
Darstellungen derselben Gruppe, so gilt 1) 

ak~.okl = 0 (Ii) 
R 

und 

R 

wobei die Summation fiber alle Elemente der Gruppe zu erstrecken ist 
und c eine Zahl ist, deren GrSl]e nur yon den Eigensehaften der Gruppe 
und der Darstellung abhangt, yon k, l, x, ~ dagegen unabhangig ist. 

Kombinieren wit dlese Gleichung mit (5a), indem wir annehmen 
dal] die Form der Darstelhng eine hermitische ist, so erhalten wit 

as~b~. ~ 0 (IIa) 
R 

und "O 

R 

Ffir kontinuierliche Gruppen (Drehgruppe usw.) sind an Stelle der Summen 
Integrale zu setzen~). 

as ~ b~ ~ = O, (II b )  

? R R 
J as  ~. as z = G ~ a,. ~ c. ( I  b )  

R 

Jede Gruppe, also auch die Substitutionsgruppe unserer Differential- 
gleichung, besltzt offenbar eine Darstellung - -  die ,,identische Dar- 
stellung" - -  bei der iedem R die Matrix (1) zugeordnet ist. Funk- 
tioaen, die diese Darstellungseigensehaft haben, ffir die also gilt 

f (R) = f (E) 

nennen wir in Anlehnung an D i r ae  8) symmetrisehe Funktionen. 
Haben wir nun zwei Eigenwerte mit den Darstellungseigenschaftea 

(aS)  bzw. (b R) (die voneinander verschieden sind), and den Eigen- 
~unktionen ~1, ~ ,  "'" bzw. ~P'I, $.2,-.-, die wit unter sich orthogonal- 
hermitisch annehmen wollen und ist die Funktion f symmetrisch, so gilt 

~ P s * ~ f =  A s l =  0. (7> 

1) j. Schur, Berl. Ber. 1905, S. 411. 
~-) Vgl. J. Schur, Neue Anwendungen der Integralrechnung auf Probleme 

der Invariantentheorie. Berl. Ber. S. 199, 1924. 
~) Proc. Roy. Soc. 112, 661, 1926. 
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Es is~ n~mlieh 

wie bei (5) ausgefiihrt ist. Wir haben nun 

z;~ z2 

Summieren wir diese Gleichung tiber alle B der Substitutionsgruppe der 

Differentialgleichung, so erhalten wir wegen (IIa)  Akz --~ O. 
7. Wir haben im Punk~ 4 folgendes gesehen: Nehmen wir die 

Eigenfunktionen ~1, ~ ,  0 s , ' " ,  die zu einem Eigenwert gehiiren, ortho- 

gonai-hermitiseh an, so ist die zugehSrige Form der Darstelhng des 
Eigenwertes ebenfalls orthogonal-hermitisch. Es gilt nun Nr irreduzible 
Darstelhngen auch die Umkehrung: Is t  dig Form der Darstellung eine 
hermitisehe, was dureh eine ~4hnlichkeitstransformation immer zu er- 

reichen ist, ist also 

ks = (L.~ ( s  ~ E, s ~ , / ~  . . . )  (5) 
t t  

oder, was damit gleichbedeutend ist, 

R _77-1 

so sind die Eigenfunktionen ~1, re ,  * ~ , ' "  aueh orthogonal-hermitiseh. 
Es ist sogar allgemeiner (f wieder eine symmetrisehe Funktion) 

Ok (E) "0, (Ei  f (E) ~-  (~k~ C. 
Setzen wir n~tmlieh 

und 

(lies ergibt iiber /R summiert wegen (Ia) 

wo C eine Yon k, l unabhangige, yon der Funktion f dagegen abhangige 
Konstante ist. 

~Ian verifiziert aueh leieht folgende Verallgemeinerung: Gehiiren 
zu zwel Termen d e r s e lb e n Darstellungseigenschaft die Eigenfunktionen 
W~, ~P~, ~Ps . . . .  bzw. ~P'l, ~ . . . .  wobei diese so gewahlt sind, dal~ auch 
die F o r m  der Darstellung dieselbe ist, so gilt ebenso wie vorher 
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8. Wir haben nun alles in der Hand, um die Stfrungstheorie yon 
S c h r S d i n g e r  1) zu behandeln. Aus seinen Formeln in w 2 and den 

Formeln (7), (7 a), (7 b) geht ohne weiteres hervor, daft eine normale 
Entartung, solange die StSrung eine symmetrisehe Funktion ist, also die 
Substitu.tionsgruppe der Differentialgleichung sieh nieht andert - -  niema]s 
anfgehoben wird and der Term seine Darstettung beibeh~lt. Halten wir 
bei zufalligen Entartungen an der Nomenklatur des Punktes 5 lest, so 
andert sich hieran auch in" diesem Falle nichts: Es riicken h~ichsten die 

zufallig zusammengefallenen Terme etwas auseinander, oder es rticken 
einige bisher getrennte zusammen, um sich eventuell bei einer weiteren 
StOrung wieder zn trennen. 

Dieses Bild ~ndert sieh ganz, wenn die St(irung nieht ,,symmetriseh" 
ist, die neue Differentialgleichung also nieht mehr die Substitutionsgruppe 
der alten hat. Hier interessiert uns namentlich der Fall, dal] die Sub- 
stitutionsgruppe der gestOrten Differentialgleiehnng eine Untergruppe der 
ungestOrten ist. Dies ist z. B. der Fall, wenn man eine elektrisehe oder 
magnetische Kraft auf das System einwirken l~fit. 

Die Behandhmg dieses Falles ist auch sehr einfach. Die Substitutions- 
gruppe der alten Dif[erentialgleiehung bezeiehne ieh mlt ~, die der neuen init 
~ ' ,  die Darstellung des betraehteten Terms (a~k) sei eine irreduzible Dar- 
stellung yon ~. Sie ist selbstverst~ndlieh auch eine DarsteUung ihrer 
Untergruppe ~ ' ,  aber als solche wahrseheinlich nicht irreduzibel. Wit  
k~innen sie aber mit Hilfe einer Ahnlichkeitstransformation (tik) (a~k) (tik)- 1 

t ! ausreduzieren. Sind E, /L~, R 3, . . .  die Elemente yon ~ '  (sie sind mater 
R '  den :E, /~,, Rs, . . .  enthalten), so haben die (tik)(a~k)(tik) -1  die Form 

(Punkt 5) 

0 . . . . . . . . . . . . . . . . .  0 
J'l : 

0 . . . . . . . . . . . . . . . . .  0 
0 . . - 0  0 . . . . . . . . . .  0 

J~ 
0 . . . . . . . . . .  0 

o . . .  o .  : (s) 

- . 0 . . 0  
o" 
: J ;  

0 0 0 - . . 0  . . . . . . .  0 

1) Ann. d. Phys. 80, 437, 440--457, 1926. 
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fiir a l l e  Elemente /~' tier Gruppe ~', wo J[ ,  d'~, . . .  J~ irreduzible Dar- 
stellungen yon ~ '  sin& Bei den anderen Elementen yon ~ werden 
nattirlieh andere Formen auftreten und insbesondere nieht iiberall, wo 
bier, lauter Nullen stehen. 

Wir werden dieser Form der Matrix entspreehend aueh neue Eigen- 
funktionen einfiihren (~0'/ = ~ hkOk), ftir die die ])arstellung die 

k 
Form (8) hat. Wenn wit dann der urspriingliehen Differentialgleiehung 
aueh nut die G r u p p e  ~ '  als S u b s t i t u t i o n s g r u p p e  zuschreiben, ist 
der betraehtete Term s-faeh ,,zuf~llig" entartet und enthi~lt eigentlieh 
einen Term der Darstellungseigensehaft J~, einen weiteren der Darstellungs- 
eigensehaft J~ usw. bls J~'. Ver~ndern wit etwas die Differentialgleiehung, 
wobei nun die j e t z t  b e t r a e h t e t e  S u b s t i t u t i o n s g r u p p e  n i eh t  mehr  
v e r ~ n d e r t  wi rd ,  so wird die zuf~l]ige Entartung im allgemeinen auf- 
gehoben, und es entstehen die s-Terme mit den Darstelhngsei~ensehaften 
J~', J~, . . .  Js' arts den betraehteten. 

Um die Aufspaltung eines Terms mit der Darstellung (a/~k) bei einer 
StSrung, die die Substitutionsgruppe 97 der Differentialgleiehung ~ndert, 
zu erhalten, mul~ man also (a/R~) als I)arstellung der neuen Substitutions- 
gruppe ~ '  ausreduzieren. Hat sie dann die Gestalt (8), so spaltet tier 
urspriingliehe Term in s Terme mit den Darstellungseigenschaften J~, 
J ; ,  . . .  or2 au~. 

Natiirlieh h~tten wir all dies aueh dureh direkte Reehnung mit 
Hilfe der Formeln yon S c h r ~ d i n g e r  erhalten kSnnen. 

9. Im Punkte 5 haben wit iedem Term eine irreduzible Darstellung 
der Gruppe ~ zugeordnet. Es erhebt sich die Frage~ ob aueh umgekehrt 
a l le  irreduziblen Darstellungen der Gruppe ~ gebraueht werden. 

Es sei H [~, (x~, x 2 , . . ,  x,~), E] eine Dif~erentialg]eiehung and (a~.~) 
eine Darstellung ihrer Substitntionsgrnppe. Existieren nun beliebige 

Funktlonen fl (xl, x~ , . . ,  x~), f2 (xv x~, . . .  Xn),.. .  fl(xl, x2 , . . -  Xn), die 
diese Darstelhngseigensehaft haben, dal3 also 

f~ (~) ~ 
2 

so gibt es (ira allgemeinen unendlieh viele) Eigenwerte mit der Dar- 
stellung R (a~.;.). (Ira entgegengesetzten Falle gibt es nattirlich keinen, da 
ia sonst schon seine Eigenfunktionen ~1, ~2, '-" Ol die ftir/1, f~, " "  fl 
verlan$te Eigensehaft h~itten, diese also nieht unerfiillbar w~re.) 

Um dies einzusehen, mull man nur eine der Fnnktionen f~. nach 
dem vollstandigen System yon Eigenfunktionea der Differentialgleiehung 
H [ ~  (x~, xe . . . .  xn), e] entwiekeln. Die Entwieklungskoeffizienten naeh 

Zeitsehrif t  Iiir Physik .  tld. XI~rr_I. 4 3  
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Eigenfunkt ionen,  deren Dars te l lung  yon (a~.~) verschieden ist, versehwinden  

hierbei  wegen (7). t t ie raus  fo lgt  unser  Satz. 

Die Vorausse tzungen dieses Satzes sind - -  wie wl r  sehen werden  - -  

im Fa l l e  yon wenigstens  v ie r  Tei lchen fiir a l l e  i r reduzib len  D a r s t e l h n g e n  

der in Be t raeh t  kommenden  Subsh tu t lonsg ruppen  erfiil]t. 

10. Die  Subst i tu t ionsgruppen,  die fiir uns in Be t raeh t  kommen,  sind 

im wesent] iehen u yon symmetr i sehen  Gruppen,  zwei-  oder  

dreidimensionalen Dreh-  oder  Drehsp iege lungsgruppen  , eventue l l  noeh m i t  

einer Spiegelung.  Die Dars te l lungen  dieser Gruppen  einzeln slnd bekannt  1), 
7 .. (r wir  brauehen nur  eineu Satz flit die ~/erknupfun~,. 

Un te r  der Dimension  einer Dars te l ]ung  vers teh t  man die Anzah l  

Zei len oder  Spa l ten  in ihren Matrizen,  diese ist  also gleieh der Anzah l  

der l inear  unabh~ngigen Eigenfunkt ionen,  die zu dlesem Term gehSren. 

Habe ieh eine Gruppe 9.1 vom Grade a mit den Elementen E, A n, A~, . . .  A a 
und eine andere ~ veto Grade b m i t  den Elementen E,  B~, B3, - . .  B b so, 
da~ sie auger E kein gemeinsames Element haben, so sei das direkte Prodnkt 

~ -~1 .~3- -~  ~ . ~  der Gruppen ~I und ~ vom Grade ab  und enthalte die 
Elemente E, An, A3, . . .  A a, B2, B~ A2, B2 A3, . . .  B2 A a, . . .  B b, B~ A~, 
B hA3, - . .  B bAa. Alle A sind mit a l l enB  vertausehbar, A n B ~  ~- B mAn.  Es 
ist klar, daft (~ die Gruppeneigenschaften besitzt. 

Sind nun die a irreduziblen Darstellungen der Gruppe ~l die ~[atritzen 

a i k ) '  \ i k P  " '"  k ik  / 

mit den Dimensionen ul, u~, �9 .. ua; die fl irreduziblen Darstellungen der Gruppe 
die Matrizen 

ik  ] '  \ ik ] . . . .  \~b ik  ] 

mit den Dimensionen vl, v~, . . .  v{~, so hat die Gruppe ~ genau af t  irreduzible 
Darstellungen, und zwar sind diese 

( I ,  1 c A ~ B m ~ ( 1 , 2 c A n B r ~  ~ [ 1 , ~ A ~ B m ~  
i l ,  i2 ;  kl~k2 ]r i l ,  i2 ;  kl, k2 ]~ " " " \ i l ,  i2 ;  ~1,/r / 

(% 
�9 " " \ i ~ ,  i ~  ; ~, ~ ]  ( 9 )  

�9 . 

e, l e A n  B m (a, B m (~,~ cAn Bfa 
i1~ i2 ; kl~ " " ~ \ gl~ i2 ; kl~ 

dabei ist 
v, u cAn B m = vadn "b Bm (9  a )  

tl~ i2 ] kt~ k2 i1~ kt " i2 ~ k2 

t) Vgl. A. S p e i s e r ,  Theorie der Gruppen usw. Ftir die symmetrisehe 
Gruppe insbesondere J. S e h n r ,  Berl. Bet. 1908, S. 664. Fiir die Drehgruppen: 
J. S ehn r ,  Nene Anwendungen der Integralreehnnng auf Probleme der Invarianten- 
theorie I., II. und III. Berl. Ber. 1924, S. 189, 297 und 346. H. W e y l ,  Zur 
Theorie der Darstellung der einfaehen kontinuierlichen Gruppen. Berl. Ber. 1924, 
S. 338. Ftir den Hinweis anf diese Arbeiten bin ieh wiederum Herrn J. v. N e u -  
mann zu Danke verpflichtet. 
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m i t  d e n  D i m e n s i o n e n  Ul?) l~  Ul~)2,  . . .  Ul~/? , u2~)1, ~ 2 ~  . . .  u2~)~, . . .  UaVl~ 

uav~, . . .  uav ft. i 1 und i2 beziehen sich auf die Zeilen, kl und k~ beziehen sieh 
auf die Spalten. 

Man beweist zun~chst leicht, daft diese wirklich Darstellungen yon ~ sind, 
dann mit Hilfe der Gleichung (I) yon J. Schurl) ,  daft alle Funktionen der y 

B b A a 

~ v'ueAnBm 
i~, i2; kl k2,Yn, m, 

Bm-~- E An  ~ E 

linear unabh~ngig sind, woraus die Irreduzibiliti~t folgt. Die Anzahl der Klassen 
kon]ugierter Elemente yon 9.1 ist a, yon ~ ist fl 2). Die yon ~ bestimmt sich zu 
aft. Dies muff auch die Anzahl der irreduziblen Darsteltungen sein, folglich 
existieren auffer diesen keine weiteren. 

Wi r  werden im folgenden die Terme nach ihren Darste]lungen unter- 

scheiden und bezeiehnen. Unser (trivialer) Satz sagt also folgendes aus: 

besteht die Substitutionsgruppe ether Differentialgleichung aus dem 

direkten Produkt  mehrerer Substitutionsgruppen (die eine Gruppe set 

z. B. die Vertauschung der Elektronen untereinander, die andere etwa 

(lie der Wasserstof~kerne), lai]t also die Differentialg]eiehung zwei ver- 

tauschbare Substitutionsgruppen zu, so definiert i edes  Paar yon irre- 

duziblen Darstellungen der beiden Gruppen eine irreduzible Darstelhmg 

der ganzen Gruppe. Diese Darstellung, sowie die Terme mit diesen 

Darstellungen, benennt man dann zweekmal~ig so, dal~ man die Zeichen 

beider Darstellungen nebeneinander fiigt. 

Aus den Formeln (9), (9 a) liest man nun auch leicht ab - -  da alle 

(*ah) sowie ('~b/~k) Einheitsmatrizen sind - - ,  dal~ die ~p sleh bet ether 

Substitution der e i n e n  Untergruppe so trans~ormieren, wie wenn diese 

Untergruppe allein da ware. 

S p e z i e l l e r  Tei l .  

11. Wir  werden jetzt die Substitutionsgruppe unseres Eigenwert- 

problems aufsuchen. 

Es gehSren tolgende Substitutionen in diese Gruppe: 

L Auf alle F~lle das Vertauschen aller Koordinaten aller Elek- 

tronen. 

IL Eben~alls auf alle FM]e das Vertauschen anderer gleiehwertiger 

Teilehen. 

: )  1. ~. 
2) Ebenda, Satz XIII. 

43* 
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Diese beiden Gruppen sind Permutationsgruppen oder, wie man sie 
aueh nennt, symmetrisehe Gruppen. Ihre irreduziblen Darstellungen 
sind bekannt 1). 

I I [ a l ) .  Im feldlosen Falle ist der Raum isotrop. Ich kann also 
das ganze System yon einem anderen, zum urspriingliehen beliebig ver- 
drehten, Koordinatensystem betrachten and kann dieses Koordinaten- 
system auch noch spiegeln. Diese Gruppe ist also die dreidimensionale 

Drehspiegelungsgruppe, ihre Substitationen stehen in (A). Ihre irre- 
duziblen Darstel]ungen sind ebenfalls bekannt; es existieren zwei Dar- 
stellungen yon der Dimension 2 7-~ 1 (wo 7 eine nieht negative ganze 
Zahl ist), die in den i~atrizen, die reinen Drehungen zugeordnet sind, 
iibereinstimmen. Der reinen Spiegehng dureh den Ursprungspunkt ent- 

spricht bei der einen Darstellung eine Diagonalmatrix mit lauter Gliedern 
- -  11, wit nennen diese die ,,normale" Darstelhng, bei der zweiten eine 
Diagonalmatrlx mit lauter Gliedern - -  11 + 1, wir nennen diese die ,ge- 
spiegelte" Darstellang 2). 

I I Ib .  Im Falle des elektrisehen Feldes wird die Isotropie des 
Raumes aufgehoben. Das Koordinatensystem kann bloB um die Achse 
des elektrlschen Feldes gedreht werden und auBerdem in einer zum Felde 
parallelen Ebene gespiegelt. Es bleibt uns also nut eine zweidimensionale 

Drehspiegelungsgruppe. Sie hat zwei Darstellungen der Dimension 17 
nnendlich viele der Dimension 2. Der reinen Verdrehung am einen 
Winkel c~ entsprechen dabei die Matrizen 

der Spiegelung in der Ebene dutch die Feldaehse 

II][c. Im Falle des magnetlschen Feldes kann man das Koordinaten- 
system um die Feldaehse drehen und in der Ebene senkreeht zu dieser 
spiegeln. Dies ist ein direktes 1)rodukt einer zweidimensionalen Dreh- 
gruppe mit einer Splegehng. 

In den irrednziblen Darstellungen der zweidlmensionalen Drehgruppe 
entsprechen einer u um den Winkel cr die ~[atrizen 

(1), (eia), (e--is), (e2ia), (e - 2 i n )  . . .  

1) Vgl. J. Schar, 1. c. H. Weyl, 1. c. 
u) Diese Unterscheidung wird sich als zweckmi~llig erweisen. 
s) Diese Darstellung werden wir normal nennen. 
~) Diese Darstellung werden wir gespiegelt nennen. 
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In den beiden Darstellungen der Spiegelung entspreehen einer solchen 
die 3[atrizen 

(1), ( - -  1). 

In den Darstellungen der Gruppe I I I c  entspreehen also (Punkt 10) einer 
Drehung um den Winkel 

(1), (1), (ei~), (ei~), (e-i~), (e-i~), (e~i~), (e~i~), (e -2 i~)  . . . ,  

der Spiegelung in der zur Aehse des Feldes senkrechten Ebene die ~[a~rizen 

(1), ( - -  1), (1), ( - -  1), (1), ( - -  1), (1), ( - -  1), ( 1 ) . . .  

Der Fall, dab beide Felder vorhanden sind, wird sieh als nieht mehr 
wesentlieh erweisen. 

Da nun die Gruppen I u n d  II  sowohl untereinander, wie mi~ ieder 
der Gruppen I I Ia ,  IIIb,  I I I e  vertauschbar sind, kSnnen wir die Sub- 
sti~utionsgruppe der Differentialgleiehung erhalten, indem wir das direkte 
Produk~ der Grup.pen I ~nd II  mit derjenigen Gruppe I I I  bilden, die in 
Frage komm~. 

12. Zun~ehst betraehten wir den Fall gekreuzter elektrJseher und 
magnetiseher Felder, urn die Wirkung der Gruppen II[  ganz aus- 
zusehliel]en. 

W~re nut die Gruppe I vorhanden, so wiirde im Falle yon n Elek- 
tronen jeder Aufteihmg der Zahl n in ganzzahllge Summanden (wobei 
jeder Summand grSl]er oder gleich dem vorangehenden sein mul]) eine 
Darstellung entsprechen. Sind aul]erdem n I Teilehen der Sorte (1) (etwa 
Protonen), n~ Teilehen der Sorte (2) usw. da, so mug man im Sinne des 
Punk~es 10 jede Aufteihmg der Zahl n mlt j ed e r  Aufteilung der Zalfl n 1 
und i ede r  Aufteilung der Zahl n 2 usw. kombinieren, um al]e irreduziblen 
Darstellungen zu erhalten. Wegen 9. werden unendlieh viele Eigen- 
werte ieder Darstellungseigensehaft existieren. Dal] keine Interkom- 
binationen zwischen Termen mit verschiedenen Darstel]ungen vorkommen, 
ist einfaeh eiae Folge yon (7). 

Es werden aber nieht alle Eigenwerte in der N a t u r a l s  Terme 
realisiert sein. u is~ z. ]3. bei Elektronen am einfachsten zu 
fordern, dal] bei adiabatisehem Versehwinden]assen der Weehselwirkung 
zwischen den Elektronen nur solche Zustande entstehen soHen, die 
hSchstens z we i  Elektronen auf einer Bahn enthalten. Dies sind die- 
ienigen Termsysteme, bel denen die ZaM n in ]auter 1 und 2 zerlegt 
wird 1). 

1) W. Heisenberg (ZS. f. Phys. 41, 239, 1927) leitet diese Termsysteme 
ab, indem er davon ausgeht, dal] die Wirkung der Elektronenrotation durch neue 



Wgr :~_~h:~e :~  ~:~J~ ~fit i[i , .~is~enberg 1) der  E r f a h r u n g ,  dal] ein 

Te ; :~  bei  eh:~em _~k~os~ z~.~ e~:~er :~u l t ip l i z i t~ t  gehSr t ,  die u m  1 grSl~er i s t  

ab~ ~ie h ~ z a h ]  der  ] i~a dc r  Z e r l e g u n g  yon  n in S u m m a n d e n .  

}3r if L --- 1 Dublett 
,~ ~r 2 ~ 2 Singulett 

, 2 ~ 1 --~ 1 Triplett 
,. Li 3 ~ 1 + 2 Dublett 
. . 3 ---~ 1 + 1 -~- i Quartett 
,, Be 4 ~ 2 + 2 Siugulett 
,, , 4 ~--- 1 d- 1 ~- 2 Triplett 
, , 4 = 1 ~- 1 A_ 1 + 1 Quintett 

n s w .  

W i e  die A u s w a M  der  in  de r  N a t u r  v o r k o m m e n d e n  T e r m s y s t e m e  

bei  P r o t o n e n  usw. ist ,  kunn  vorl~tff ig  n u r  d u r e h  V e r g l e i e h  m i t  der  E r -  

f a h r u n g  en t sch ieden  werden ,  wie  in sbesonde re  in  der  D i skuss ion  dieses 

T h e m a s  bei  F. t t u n d  2) a u s e i n a n d e r g e s e t z t  i s t  s). 

13. W i t  g e h e n  n u n  zu dem F a l l s  f iber,  wo auf unse r  S y s t e m  ke ine  

K r a f t  w l rk t .  D a n n  s ind  die Dars~e] lungen  des I I I a  m i t  den  D a r s t e l l u n g e n  I 

und  I I  zu kombln i e r en .  

W i r  miissen n u n  die D a r s t e l l u n g e n  de r  d r e i d i m e n s i o n a l e n  D r e h -  

g r u p p e  e twas  genaue r  be t r aeh t en .  Dazu  f i ihren  w i r  die P a r a m e t e r -  

d a r s t e l l u n g  yon  E u l e r  sin. Die  V e r d r e h u n g ,  die den  Bogen  ~ . - -  in  den  

Eigenfunktionen, und zwar entspreehend den zwei EinstelluagsmSglichkeiten des 
Elektrons, zwei Eigenfunktionen besehrieben wird. Dann sucht er diejenigen 
Termsysteme aus, die durch zwei Fuaktionen antisymmetrisiert werden k6nnen. 
Diese u fiihrt genau zu den im Text angegebenen Termsystemen. Ich 
kann davon absehen n~heres hiertiber mitzuteilen; da Herr F. H u n d  unabh~ngig 
yon mir naeh einer etwas anderen ~ethode zu demselben Ergebnis gekommen ist 
und seine Resultate bald in dieser Zeitschrift erscheinen. 

1) 1. e. 
a) ZS. f. Phys. 4~, 93, 1927. 
8) Ich mSchte an dieser Stelle noeh eine Bemerkung zur Frage der B o s e -  

E i n s t e i n s e h e n  Statistik maehen, soweit sis die Gaseatartung betrifft. 0b in 
einem Gase die B o s e - E i n s t e i n s e h e  oder die F e r m i - D i r a e s c h e  Theorie zu Recht 
besteht, h~ngt lediglieh davon ab (W. P a u l i j r . ,  ZS. f. Phys. 41, 81, 1927; siehe 
aueh R. H. F o w l e r ,  Proc. Roy. Sos. (A) 113, 432, 1926), ob bei der Vertauschung 
zweier Atome bzw. Molek[ile die Eigenfnnktion unge~ndert bleibt oder ihr Vor- 
zeichen umkehrt. Dies l~il]t sieh mit grofler Wahrscheinlichkeit ftir Molekiile, die 
aus zwei gleiehen Atomen bestehen, angeben. Wie immer n~mlieh das allgemeine 
Gesetz sein mag, das den u bei dem Austauseh yon Elektronen 
and etwa yon Stiekstoffkeraen regelt, wenn man zwei ~ miteinander vertauscht, 
kann sieh am Ends das Vorzeichen n{eht ge~indert haben, weil ja ]ede Operation 
zweimal ausgeffihrt worden ist. In solehen F~llen wenigstens besteht also die 
E i n s t e i n s e h e  Theorie der Gasentartung hSchstwahrseheinlich zu Reeht. Natiirlieh 
gilt dies nieht fiir Elektronen. 
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Bogen . . . . .  iiberfiihrt, kennzeichnen wir mit den drei E u l e r s ehen  

Winkeln ~, fl, 7' Sie ist aus einer Drehung um die Z-Achse mi~ dem 
Winkel 7, um die X-Achse  mit /~ und 
aus noch einer Drehung um dig Z-Achse 
mit dem Winkel a zusammengesetzt. Das 
~Iatrizenelement, das in der 2 1 -}- 1-dimen- 
sionalen Darstellung in der j-ten Zeile und 
der k-ten Spalte steht, bezeichnen wir mi~ 
D~k (j und k laufen von - - 1  bis + l ) .  
Wi t  betrachten diejenige Form der Dar- 
stellung, die als Darstellung der zwei- 
dimensionalen Drehgruppe um die Z-Aehse 
ausreduziert und aullerdem hermitiseh ist. Fig. L 
DJk hat die Form 

D}~(~z, /~, Y) eiJ~ z ikr  

d~'~ (fl) is~ ree]l, und kS gilt 

dJk(fl) = (__ 1).i+ka}k (__ fl) = (__ 1)J+kdk jl  (fl) 

= d~ j ( - -  fl) = ( - -  1)a'+kd_5,_k(fl). 

Fiir sparer merken wir uns die Rekursionsformeln an: 

Z 

Y X 

( lo)  

(11) 

Dj~+, 1/(1 + 1) ~ - - j~ / (1  + 1 ) . - - k  -~ 
k ( 2 l +  ! ) q  + 1) - -  

- D}~c~ + Dg;-' (2~+  1)~ = o, (12) 

Dj,+ ~ 1/z - - j  + i ~"z - j  + 21/(z + 1) ~ - k  ~ 
-~,k ( 2 z +  1 ) q +  1) 

~l + j  1/I + j  - -  1 ~/.-Y~ k ~ 
~-- o, (12 a) 

Tll+ 1 ~ / i + j + l  V l + j + 2  ~ / ( l + l ) ~ - - k  ~ 
~/+1,~ (21 + 1)(l + 1) + 

+ D~in~e~ ,-1 V~'~ - Y ~ J  ~i~--k ~ 
- -  ~ + 1 ' ~  (2z + 1)~ 

~-- 0. (12 b) 

Durch (11) gehen aus ihnen weitere hervor. 
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Es seien noch die ersten zwei Darstellungen fiir reine Drehung 

explizite hergeschrieben. Die ,normalen" und ,,gespiegelten" Dar- 
stellungen der Drehspiegelungsgruppe ergeben sich daraus gema$ Punkt  11. 

e _ i a  1 + cos/~ . sin/] 1 - -  cos fl 

sin/~ sin fl cos fl, e i 7, 

e i~ 1 - - c O S ~ e _ i r ,  ~eiC~ s i n ~  ei ~ 1 -~-coSfleir"  

(1), 

14. Ich will nun 2 ~-~ 1 Funktionen linden: 

f - - l (Xl '  Yl'  ~1 "'" Xn' Yn, Zn), f - - l + l ( X l '  Yl, Zl " ' "  Xn '  Y~ '  Zn) " ' "  

f ~ ( x l ,  Y l ,  z l  " '"  x,~, y~,  :~), 

die sich bei der Substitution (A) nach Ma~gabe der 2 ~ + 1-dimensionalen 
irreduziblen Darstellung der dreidimensionalen D r e h gruppe trans- 

formieren, fiir die also gilt  
r t t t r t ' ~ j  

f~ . (x l ,  Y l ,  z l  . . .  Xn, y~,  zn) = 1 )~ .x f~ (x l ,  Y l '  z l  " '"  xn '  Yn,  zn), (13) 

. . . . . .  die Werte aus (A) zu entnehmen sind. worin fiir xl~ Y l ,  Zl . . .  xn ,  Yn~ zn  

Ich betrachte die Funktionen an der ]Jbefflfiche x 1 ~--- Yl ~ x~ ~--- 0. 
An dieser Uberflache sind die Funktionen dutch die g e g e n s e i t i g e  Kon- 
figuration der Teilchen bestimmt, w~hrend die Lage der ganzea Konfi- 
guration im Raume vorgeschrieben ist, ich nenne sie die Lage B. Fiir 
die Koordinaten, die die gegenseitlge Konfiguration beschreiben, schreibe 
ich g. Die Werte  der Funktionen f - z  bis /'l an dieser tJberfiache be- 

zeichne ich mit Z _ t [ g ) ,  Z - ~ + l ( g ) ,  Z - ~ + 2 ( g ) . . - z t ( g ) .  Die Funktion 

f ~ ( x  1, yu, z 1 . . .  xn,  Yn,  zn) ist dann wegen (13) 

f~. ( x l ,  Vl ,  :1 x~,  Y~, z~) ~ t �9 .. ----- 1),4 (~, fl, ~) Z~ (g), (13 a) 
2 

wo a d a s  Azimut des ersten Elektrons, ~ sein Po]abstand and ~ der 
Winkel  zwischen den Ebenen Z r ~  und r~ r~ ist 1). Umgekehr t  bestimme 
ich die g~(g) ganz beliebig, so hubert die in (13a) definierten Funk- 

tionen f~ die ver]angte Transformationseigenscha~t (13). 
So]len die f~. die normale Oarstelhlngseigenschaft der Drehspiegelungs- 

gruppe haben, so mul3 
f~. ( -  x l  , - y~ , - z~ . . . .  xn ,  - Yn, - z,~) --~ ( -  1)~ f~. (x  1, y~ , z l  " " xn,  Yn, z~) (14) 
sein, soll die Darstellungseigenschaft die gespiege]te sein, so ist 

f , ( - x  v -y~ ,  - : ~  . . . .  x ~ , - y ~ , - z ~ )  = - ( -  I)~ f~. (~v y~, :1 "'" ~ ,  Y~, z~). (14a) 

]) Es geh~ hieraus hervor, dab die ]9 (a, fl, Z) ein vollstis Funktionen- 
system bilden miissen. 
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Is~ die Anzahl  der Teilchen, die in die Differentialgleichung ein- 

gehen, mindestens gleich 3 (die gesamte Anzahl  der Teilchen also rain- 

destens gleich 4, da ein Teilchen wegen des Schwerpunktsatzes absepariert  

werden mul]: z. B. gehen in die Gleichung des H-Atoms nur drei  Koor-  

dinaten e l n e m  T e i l c h e n  en~spreehend ein. Vgl. z. B. E. F u e s ,  Ann. 

d. Phys. 80, 367, 1926), so kann man beides erreiehen, indem man etwa 

die Z in der Lage B nur dor t  wil lki i r l ich definiert, wo x 8 ~ 0 und die 

Wer te  fiir x 8 ~ 0 dutch die Gleichung (14) bzw. (14a)  bestimm~. Im 

Fal le  yon nur drei Teilchen (z. B. He) is t  dies iedoeh nicht  m~glich; ~ r - t  

kommen nnx die normaten Darstel lungen in Betracht. 

W i l l  man Funkt ionen bilden 1), die sich bei der Vertauschung yon 

Elek t ronea  so benehmen, wie eine bestimmte in 11. I beschriebene Dar-  

stellung dies verlangt,  so hat  man lediglich die % nur dort  wil lki i r l ich 

zu definieren, wo r 1 < r 2 < . . .  < r n i s t  (r i Abs~and des /-ten Teilchens 

vom Sehwerpunkt)  und an den anderen S~ellen die Funkt lonen mit  t t i l fe  

ihrer  Darstellungseigenschaf~en (9), (9 a) zu bestlmmen. 

Wegen 9. kSnnen wir  hieraus sehliel]en: Vom Li  ab kommen in 

i e d era: Mul~iplettsystem Terme ~ e d e r in Punkt  11, I I I  a besehriebenen 

Darstel lungseigensehaft  vor. Bei He und t t  kommen nur  normale 

Werme vor. 

Die Eigenfunktionen sind dureh die Ausdriieke (13a)  gegeben, die 

Zz (g) h~ngen nut  yon der gegenseitigen Konfigurat ion tier Teilchen ab. 

15. In  diesem Punkte  mSehte ieh die Auswahlregeln fiir die azi- 

mutale Quantenzahl ableiten2). Unter  I:ntensit~t is t  bier  die , ,Starke 

des Oszillators" zu verstehen, also die l ineare Polar isat ion 

x ~i  ~k , 

die hSheren ]~omente yon H e i s e n b e r g  8) sind nicht  in Betraeht  gezogen. 

1) Es gilt dies nur, wenn ein Teilehen (bei uns der Kern) da ist, yon dem 
nur ein Exemplar vorhanden ist und dessen Koordinaten man mit Itilfe des 
Sehwerpunktsatzes absepariert. 

~) ]~LBorn, W. t t e i s e n b e r g  und P. J o r d a n  erhielten bereits in ihrer 
Arbeit (ZS. f. Phys. 85, 557~ 1926) Resultate, die sich in vielea Punkten mit den 
hier folgenden deeken. Insbesondere finder sich dort die Auswahlregel fiir die 
magnetisehe Quantenzahl m and aueh die Intensit~tsformel (18). Aueh bei 
P. A. M. Di rac  (Proe. Roy. Soc. 111, 281, 1926) finden sich diese Formeln. Unsere 
Betraehtungen fiihren insofern etwas welter, als wir auch einen Ubergang mit 
11 ~-- l~ (doff Jl  ~ J2) aussehlie~en kSnnen, wodureh die Deutung des l als azi- 
mutale Quantenzahl gesiehert erseheint. Auflerdem kann 1 (j) dort ganz- oder  
halbzahlige Werte annehmen; bei uns sind nur  g a n z z a h l i g e  Werte mSglieh. 
Ftir den Fall eines einzigen Elektrons finder sieh dies aueh bei L. B r i l l o u i n ,  
Journ. de phys. at le Rad. 8, 74, 1927. 

8) ZS. f. Phys. 88, 411, 1926. 
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Da wir  die Wirkung des rotierenden Elektrons nicht berticksichtigen 
konnten, werden alle unsere ,,Mul~iplettsysteme" (siehe Punkt  12) die 
Eigenschaften haben, die experimentell bei Singulettsystemen bekannt sind. 

Die Dimensionen der Darste]lungen der Drehgruppe sind 2 l @ 1. 
Die Zahl 1 nennen wir azimutale Quantenzahl, da folgendes gilt:  1 andert 
sich bei einem iJbergang um d- 1 oder - -  1. Alle anderen Uberg~nge 

sind verboten. 
Es geniigt, naehzuweisen, dal3 bei solchen verbotenen Uberggngen 

die Polarisation, die yore ersten Elektron herrtihrt, verschwindet. Be- 
zeiehnen wir mit  r l ,  r 2 den l tadiusvektor des ersten bzw. zweiten Elektrons, 

mit  ~, r Azimut und Polabstand yon der Z-Achse des ersten, 7 ist der 
Winkel tier Ebenen Z r l ,  r 1 r v so ist die x-re Eigenfunktion, die zu einem 
Term mit der azimutalen Quantenzahl 1 gehSrt, wegen (13 a) 

die u'-te Eigenfunktion mit der azimutalen Quantenzahl 5' 
Z p r 

: ~  9 , ,~ ,  (~,- ~, r) z~' (g). Xr 

Die Polarisation in der Z-Achse, die yore ersten Elektron herr fibre, 

I ~ l r ~ ' r  

)., ~ '  

oder wegen (12) 
f �9 /r , 

1/q + 1) ~ - -  ~ 1/(5 + 1) ~- - ~ 1 / ~  1/~ ~ - -  ~ 
u ~ . ~ =  ( 2 1 +  1 ) ( l + 1 )  , v,x~--- ( 2 1 + 1 )  I ' 

dies versehwindet sehon bei der Integrat ion fiber e, fl, ~ wegen ( I Ib) ,  
wenn weder l + 1 ~ l' noch 1 - -  1 ~ l'. ~hnlieh die Polarisation in 

der X- und Y-Riehtung. 
Terme, zu denen eine normale Darstellung, der Drehspiegelungsgruppe 

gehSrt, bezeiehnen wir als normal, Terme, zu denen eine gespiegelte Dar- 
stellung gehSrt, als gespiegelt. I'Tberg~nge zwiselaen normalen und ge- 

spiegelten Termen kommen nieht ~,or. 
Es gentigt, dies ffir eine Nnderung yon 1 um + 1 naehzuweisen, da 

andere tJbergange tiberhaupt nieht vorkommen. Die Polarisation in der 
Z-Riehtung vom ersten Elektron ist ( ~  normal, ~p~+ ~ gespiegelt) 
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Fiihren wir fiir xi, Yi, zi neue Integrationsvariable - -  xr - -  Yi, - -  zi ein, 
so iindert sich ~pt mit dem Faktor ( - -  1)z; ~l + 1 mit dem Faktor - -  ( - -  1) 1 + 1 

z mit - - 1 .  Es ist also 

Dieser Satz wird sieh als identisch mit der Laporgesehen Regel er- 
weisen. [Punkt 25] 1). 

16. Wirkung des elektrist.,hen Feldes. Durch ein elektrisches Feld 
in der Z-Achse wird die Substimtionsgrappe unserer Differengalgleichung 
verkleinerL Wir miissen also im Sinne des aehten s verfahren 
und die Darstellung der dreidimensionalen Drehgruppe als Darstellung 

der zweidimensionalen (urn die Z-Achse) ausreduzieren. In ( 1 ~  ist die 
Darstellung schon in dieser Form angenommen worden. [Es gilt namlich 
fiir /~ = 0 

d~ (0) = a~, 

wie sehon daraus hervorgeht, dab D~. (cr fl, 7) fiir cr ~--- • = 7 = 0 
die Einheitsmatrix sein mull.] In den irreduziblen Bestandteilen yon 

D ~  (~, 0, 0), als Dars~ellung der zweidimensionalen Drehspiege]ungsgruppe 
um die Z-Achse, sind also 

( e ' ~  0 ~ (e~i~ 0 ~ ( e"~ 0 
(1), \ 0  e--i% I' \ 0  e-2i~.] ' " ' "  \ 0  e - i l ' z ]  

die Matrizen fiir reine Drehung nm den Winkel cr ftir die reine Spiegehng 

in der YZ-Ebene (nicht mehr durch den Koordinatenursprungspunk~!) 
haben wir, wenn die Darstellung normal war, 

bei gespiegelter Darstellung 

Wir finden also: im homogenen elektrisehen Felde spaltet ein Term 
mi~ der azimutalen Quantenzahl l in I + 1 Terme auf. Ein neuer Term 

1) Vgl. F. Hund, Linienspektren usw., S. 132. Die Laportesche Regel soll 
also vom Li ab gelten. 

~) Vgl. Fu_flnote 3 und 4, S. 636. 

s) Die Matrizen(0 e_ir.~ ) u n d  1--01) gehen durch eine Ahnliehkeits" 

(eo~ 
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ist einfach, und ie naehdem der ursprfingliche Term normal oder gespiegelt 
war, normal oder gespiegelt, die anderen haben noeh zwei Eigenfunktionen 
und unterseheiden sieh in den beiden F~llen nicht in ihren Darstellungs- 

eigenschaften. 
17. Gri~l~e der Au~spaltung und Auswahlrege]n. Ein Term mit der 

(;,oo o ot Darstelhng hat die elektrisehe Quantenzahl m. Bei einer 
. e - - t i n  , 

Strahhng, bei der der elektrisehe Vektor parallel zum Felde ist, andert 
sieh m nicht (ein normaler Term geht in einen normalen, ein gespiegelter 

in einen gespiegelten fiber). Ist  der elektrisehe Vektor der Strahlung 
senkreeht zum Feld, so kann sich m nur mit + 1 oder - - I  ~ndern. 
Wir sehen, dal3 die Auswah]regeln ~fir schwaehe Felder durchbroehen 
sind: es kommt gar nleht mebr darau[ an, aus was [fir einem Term der 
neue entstanden ist, nur die elektrisehe Quantenzahl m spielt eine Rolle. 

18. Mehr Interesse beanspruehen die Verhaltnisse in sehwaehen 
Feldern 1), wo wir noeh die StSrungstheorie yon S e h r S d l n g e r  anwenden 

kSnnen. Das StSrungspotential ist 

i = 1  

Ist  keine zuf~llige Entartung vorhanden, so wird sich der Starke~ekt 
immer als q u a d r a t i s c h  erweisen; wir miissen also, um zu einer Au~- 
spaltung zu gelangen, bis zur zweiten Naherung vorschreiten. 

Als linear unabh~ngige unter den 2 1 + 1 Eigenfunktionen mlt der 
azinmtalen Quantenzahl l nehmen wir dieienigen herans, deren Darstelhngs- 
eigensehaft sich in der Form (11) schreiben last: sie haben die Gestalt (13 a). 
Die Eigenhmktionen numerieren wir so, da~ wir die azimutale Quanten- 
zaM und die lau[ende Nummer des Terms mit die s e r azimutalen Quanten- 
zahl a]s oberen Index, d~e Nummer der Eigen[unktion, die zu diesem 
Term gehSrt, als unteren Index hinzuffigen. Die oberen Indizes sind 
also bei allen Eigenfunktionen, die zu demselben Term gehiiren, dieselben, 

wahrend der untere Index yon - -  1 bis + 1 lauft. 
Ffir die StSrungstheorie branchen wir Integrale der Gestalt 

(da das i-re Elektron yon dem ersten in keiner Weise bevorzug~ ist, 
reehnen wir immer mit dem ersten). 

1) Vg]. auch A. UnsSld, Beitr~ige zur Quantenmechanik der Atome. Ann. 
d. Phys. 82, 355, 1927, w 10. 



Einige Folgerungen aus der SchrSdingerschen Theorie usw. 645 

Zur Bereehnung setzen wir (13a) in (15) ein: 

T~l I l l 81 r \ ~ l  2 12 82 / _ \  -~- ~'m~;.1%;.1 (g)l)m2~2Z~2 (g)r lc~  (15a) 

12 ~ ~ "r~l 2 § 1 und beachten (12), wodurch wir  D~2;~ 2 (a,//, 7) cos fl auren zJ~nd.2 (a, fl, 7) 
u n d  T~ /2 -1  z,~2~ 2 (a, fl, 7) ausdrficken. Dann [iihren wit  die Integrat ion fiber 
ix, fl und 7 (d. h. fiber al]e Lagen im Raume bei gleieher gegenseitiger 
Konfiguratioa der Tei]chen) rait Hilfe yon I b  und I f b  aus, indem wir 

1 z k 
~)m121((~,  /~, ~) )D,~t222(~ ,  fl '  Y) = e l [ ~ l l k ~ m l m 2 ~ 2 1 2 2  

setzen und erhalten ~fir (15a) 
e 

/ ~ (  12 82 

).1, 22 

f G  + ~)~ - ~-~ 1/G + 1) ~ - x~ 1 / ~ -  ~.~ f ~ -  ~ 
U ~  ~ 7 2 ~  

(2 12 q- 1) (/~ q- 1) (2 7~ q- 1) l~ 

Dies ist ~tir 11 ~--- /~ d- 1, m 1 ~-- m~ 

G + 1, Sl, ,~; 7~s~m~)~ ~ u%+ i /2 + I ,  Sl~ ~282 1 Z~2 (g)~2" (g)rldg" 
12 

ffir 1 1 - -  1 2 ~ 1 ,  m 1 ~ m ~  

[ z!~ -1 ,  ~ .(~) 4,-~ (g) ~ ~g. 

Wir  ktinnen noeh die Abhiiagigkeit  yon m - -  auf die es uns allein an- 
k o m m t -  besser zum Ausdruek bringen, indem wir  ffir 1~ ~ - - I  n q - 1 ,  

~fir 1 1 - -  l ~ - - 1 ,  m~ ~ m~ 

(l~ s~ "h ; /~ s~ m~)~ ~ 0, m~ :~: m~ (16 e) 

Is t  der eine Term normal, der andere gespiegelt, so gilt  o~fenbar au~ 
alle Fi~lle 

(1181.?.1;  1~, 82, ~ '~)1 ~ 0 .  (16e) 

In  diesen Formeln hangt Cx~ s~ s~ und Ct~ s~ s~ nicht mehr yon m~ ab. Da 
dlese Formeln (16a), (16b), (16e), ( l gd )  und (16e) nichL nur ftir das 
ersfe, sondern ~fir alle Elekfronen gelten, ge]fen sie auch ~fir die Summe 

(1~ S, ml; l~s~ m~)~, nur da~ die Zahlen C~s~s.~ und CI'~ s~ s~ eine e~was 
i 

andere Bedeutung haben. 
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Jetzt kSnnen wir die SchrOdingersche  StSrungstheorie anwenden. 
Ffir den linearen Effekt kommen hierbei - -  solange keine zufallige Ent- 

artung auftritt - -  nut Ausdriicke der Art 

(11 s I ~n 1 ; 11 s 2 m~) 

in Frage. Diese versehwinden abet wegen (16d). Es ist nur ein 

qaadratiseher Effekt zu erwarten. 
Die Existenz eines linearen Effekts hangt also (z. B. bei dem 

Wasserstoffatom) mit einer zufalligen Entartung zusammen. Aueh in 

der ~lteren Theorie war dies ahnlieh tier Fall. 
Wit kSnnen noeh das quadratisehe Glied bereehnen. Die Ver- 

schiebung des Eigenwerts,. der zu der Eigentunktion --ml~r~q sx gehSrt, ist 

~ e, ~ ~ (71 s~ ml ; ~: s 2 ms) ~ 
A/~zt sl ml 

l~ s~ m2 E l l  s t  - -  "El~ s2 

oder wegen (16c), (16d) und (16a), (16b) 

~ t ~  ~1 = e~ {(~ - - ~ D  A ' +  ((~ + 1) ~ -  ~1 ~) B'I 
wo A' und B' nieht mehr yon m abhangen. Anders geschrieben 

A E~s~ ~ ~ (Azs - -  B~sm~). (17) 

Die Zusatzenergie ist [fir die m-re und --~n-te Eigenfunktion die- 
selbe, was ia aueh natiirlieh ist, da diese Entartung selbst bei einem 

starken Feld (Punkt 16) nieht aufgehoben wird. Die absolute GrS~e 
der u und Aufspaltung (A und B) lgl]t sieh nieht allgemein 

angeben, iedoeh gibt unsere Formel (17) das B i ld  der Aufspaltung an. 
Dieselbe Abh~ngigkeit yon m finder sieh aueh bei R. Beekerl)~ 

dessen Theorie aueh eine sehr gute Abschatzung yon A und B erm0g- 
licht. Auf Grand der Quantenmechanik hat seine Rechnung A. Uns51d 2) 

wiederholt, tier im wesentliehen zu derselben Formel gelangt. 
Unsere Formel (17) muff - -  wenigstens fiir Singnlettsysteme - -  

etwa ebenso genau gelten wie z. B. die Formeln ffir die Aufspaltung bei 
dem Zeemaneffekt. Leider ist sie am experimentellen Material vorlaufig 
nicht zu prfifen, da man bisher eine wirkliehe Aufspaltung (aul]er natiir- 

llch bei H) kaum erreicht hat. 
In der Fig. 2 ist das Bild eines solchen Effekts schematiseh auf- 

gezeichnet. Bei den vier aufgezeichneten Termen (ein S-, 2-, D - u n d  
B-Term) sind die Linien m i t m  ~ 0 untereinander gezeichnet, und die 
Bt.~ sind bei alien vieren gleich grol] angenommen, was in Wirkliehkei~_ 

1) ZS. f. Phys.  9, 332, 1922. 
2) 1. c. 
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natiir]ieh nieht der Fall sein wird. Die gestriehdten Linien bedeuten 

0berg~nge, die Zahlen auf ihnen sind Intensitgten. 

19. Ieh mSchte noeh knrz au~ die u im magnetisehen 
Felde eingehen. Zu diesem Zwecke mu/] man wieder die L'berlegnngen 
des Punktes 8 heranziehen. 

Ein Term babe die azimutale Quantenzahl l u n d  gehi~re zu einem 
Multiplettsystem M. Bis kein Feld da ist, is~ die Snbstitutionsgruppe 

der Differeneialg'leiehung (vgl. Punkt 1t) alas direkte Produkt der drei- 

dimensionalen Drehsplegelungsgruppe I I I a  mit der symmetrisehen Gruppe I. 
Die Darstellung unseres Termes entsteht, indem wit die Darstellung, die 
zum Multiplettsystem M gehSrt, mit der 
2 1 + 1 dimensionalen Darstellung der Dreh- 

gruppe kombinieren. Ich nehme die ]etztere 
Darstellung in der Form (1~:) an und das 

entstehende magnetische Fold in der Richtm~g 
der Z-Aehse. Unsere Darstellung ist dann 

als Darstellung des direkten Produkts der 
symmetrisehen Gruppe I mit der Gruppe I I I e  
bereits ausreduziert. Sie hat 2 l + 1 irre- 
dnzible Bestandteile. Diese sind zusammen- 

st 
I\\ 

7~=0 1 2 3 

Fig. 2. 

gesetzt aus derjenigen Darstellung der Gruppe I, die zu unserem 
Multiplettsystem gehSrt, mi~ einer der folgenden Darstelluugen yon I I I c  

(e-i~'~), ( e - i ( t - 1 ) ' O  . . .  (e- i~) ,  (1), (e i~) . . .  (eit' 0 

fiir eine Drehung. Diese 2 1 + 1 Darstellungen sind die Darstellungs- 
eigenschaf~en der enistandenen 2 l-[- 1 Terme. 

Dieses tIesult~t ist yon der spezie]len Gestalt der S e h r O d i n g e r -  
schen Gleichung sowie yon der Darstellungseigenschaf~ der Gruppe I, 

die zu unserem Mul~iplettsystem M gehSrt, wesen~lieh unabh~.nglg. 
Trotzdem zeig~ es sich, dal] die Aufspal~ung immer in due u n g e r a d e  
Anzahl yon Komponenten eintrit~, was bekanntlich der Erfahrung bet 
DubietY-, Quarte~t- usw. Systemen widersprieh~. Diese Schwierigkeit 
trit t  na~tirlich nicht nur an dieser S~elle ~uf; sie is~ aber hier am 
krasses~en zu ~ormulieren. Es sehelnt mir, dal] bier zur Erklgrung der 
Verh~l~nisse noch ein wesentlichor Punkt fehlt. 

20. Wir kSnnten nun - -  ebenso wie bei dem S~arkeffekt - -  
dutch Bertieksichtigung der speziellen Gestalt der S ehr  r e r schen 
Gleiehung (in der allerdings das rotierende Elektroa auf k e i n e  W e i s e  



648 E. Wigner, 

berticksichtigt ist) eine Aufspaltungsformel erhalten. Es wiirde sich I) __ 
wie zu erwarten - -  die fiir Singulettsysteme giiltige Formel des normalen 
Zeemaneffekts ergeben (Aufspal~ungsfaktor g = 1). Ebenso k~nnten 
wir die Auswah]regd im beliebig starken Feld bereehnen, was allerdings 

ein etwas komp]izierteres Resultat ergibt. Ftir schwache Felder stehen 
die Integrale ffir die Intensit~ten der ~v-Komponenten fert]g in (16a) 
oder (16b) da, die Intensit~ten der 6-Komponenten ergeben sich ebenso 

einfaeh durch Anwendung der Formel (12a) und (12b). Wenn wit die 
magnetisehe Quan~enzahl m ] t m  bezeichnen, so gilt ftir cinen ~Jbergang 

Relative Intensitii~en 

l, m --> l -F I. ~n (~-Komponente) (l Jr i) 2 -- m 2 

I, m -~ I ~ I, m _L 1 (6-Komponente) i l ~ ( + l + m )  q + S §  (18) } 
l, m --~ l + 1, m - -  1 (6-Komponente) ~(Z ~- I - -  m) (I -~ 2 - -  m)J 

Auch diese Formeln gelten ftir Singule~Bsysteme. 

21. Als vorletzten Punkt unserer Uberlegungen behandeln wir das 
sukzessive Einfangen yon Elektronen yon einem Ion. Wir werden 
hierbe1 yon dem im wesentlichen yon H e i s e n b e r g  (1. c.) gegebenen 
Schema der Zuordnung der Darstellungen zu Zultiplettsystemen aus- 

gehen, die in Punkt 12 besehrieben ist. 

Unsere Aufgabe besteht eigentlich aus zwei Teilen. Im ersten TeiP) 
gehen wir ,con einem ,,ungestSrten" System aus, in dem keiae Weehsel- 
wirkung zwischen den Elektronen vorhanden ist und diese nut unter tier 
Einwirkung des Kerns stehen. Dann slnd d~e Eigenfunktionen Produkte 
-con Funktionen der Koordinaten nut je eines Elek~rons, oder lineare 
Komblnationen solcher Produkte. Es l~l]t sich dann jedem Elektron i 
eine l:laup~quantenzahl yV~ und eine Azimutalquantenzahl l i zuordnen. 
Wir fragen nun, was fiir Terme (Multiplettsystem trod Azimuta]quanten- 
zahl / des Atoms)  aus diesem Term entstehen, wenn wit  die Wechsel- 
wirkung zwischen den Elektronen ]angsam, als StSrung angewachsen 
denkcn. Wit  haben also zu ~edem Elektron eine Azimutalquantenzahl 
zugeordnet und fragen, wie sich diese zu der gesamten azimutalen Quanten- 
zahl des Atoms zusammensetzen. Dieser Tell der Aufgabe ]a$fl sich 
auch ganz [ormal erledig'en; ieh werde indessen hier eine etwas andere 
Behandlung wahlen. 

1) Siehe auch 5[. Born und P. Jordan~ ZS. f. Phys. 84, 858, 1925, und 
E. SchrSdinger,  Ann. d. Phys. 81, 139, 1926. 

2) Vgl. F. ttund~ Linienspektren usw. w167 24, 25. 
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Die zweite Frage 1) betrifft die Zuordnung der einzelnen Serien- 

grenzen des Atoms zu Termea des Ions. Es ist mir leider nicht ge- 
hngen,  diese Aufgabe in dieser Allgemeinheit zu ISsen, obwohI es mit 
den hler entwiekelten Methoden durchaus mSglich sein mud. Ich ver- 
zlchte daher auf die Behandlung dieser Frage. 

22. Wir mtissen bier eine kleine Hilfsbetrachtung einsehaiten. Es 
sei ein System yon n gleichen Teilchen gegeben, die alle unter der 
Wirkung einer Kraft stehen (alan denke an die n Elektronen des Atoms, 
wobei die Wechselwirkung vernachlassigt ist). Die Eigenfunktionen 
dieses Systems sind Produkfe yon Eigenfunktionen der einzelnen Teilchen, 
oder Summen soleher Produkte. Insbesondere betraehten wlr einen Zu- 
s~and, in dem d Bahnen doppel~ besetzt sind, alle anderen einfach. Zu 

n! 
einem Term gehSren dann - ~  Eigenfunktionen. Lassen wir nun die 

Wechse]wirkung zwischen den Teilchen eintreten, so spalten die Terme 
im allgemelnen auf, und es entstehen solche, deren Darste]]ungen fiir 

Substifutionsgruppen der Art I irreduzibel sin& Die Frage ist nun, 
wieviel Terme einer bestimmten Darstel]ungseigenscha~ aus einem be- 

stimm~en, ,,ungestiirten" Term entstehen. Das Problem wurde ftir den 
Fall d z 0 bereits in einer vorangehenden Mitteilung gel0s~2), die 

Nzzz2...ze geben die Zahlen der Terme an, die zu der Darstellung ~1 

~ '  "'" s gehiiren ()~ -~- 2~ ~- . . .  ~ )~r ~ n). Ira allgemeinen isf das 
Problem etwas verwickelter, gliickllcherweise in~eressieren uns aber nur 
dieienlgen Termsysteme (vgl. Punkt 12), bei denen in der par t i t i0nur  
die Zahlen 1 und 2 vorkommen. Die Anzahl der Zweier bezeichnen wir 
mit z~ die Anzahl der Einser ist dann n -  2z, die Mu!tiplizitat des 
Terms n - - 2 z ~ - l .  

Das Resul~at der Rechanng, die ich nicht anfii~hren m(~chte (sle 
isf mit der ftir d ~ 0 vollkommen analog, nur erforder~ sle etwas mehr 
Rechenarbelt), ist folgendes: Aus einem ungestSrten Term mit d doppelt 
besetzten Bahnen entsfehen 

z - - d /  - - d - -  

Termed  er Multiplizit~t n - -  2 z -~ 1. 

1) Vgl. F. Hund, Linienspektren usw. w 39. 
u) E. Wigner, ZS. f. Phys. 40, 883, 1927. 

Z~i~sehrif~ ~iir Physik. Bd. XILIII. 44 
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Diese Formel gilt nattirlieh auch fiir d ~ 0 und ist ia diesem Falle 

- wie man slch leleht iiberzeugt - -  mit der Formel fiir Nz l l2 . . . l  e iden- 

tisch, wenn nimllch alle ~ gleieh 1 oder 2 sind. 

23. Wir  betraehten nunmehr eln ,ungesti~r~es" Atom mit ~ Elek- 

tronen mit den Hauptquantenzuhlen N1, hr2, . . . ,  N n und den Azimutal- 

quantenzahlen ll, 12, ..., In. Die direkte Bereehnung der Aufspaltung 

der Eigenwerte ist zwar durehaus m(iglich, doeh kommt maa einfacher 

zum Ziele, wenn man sieh ein schwaehes magnetisehes Feld angelegt 

denkt und so den 2 li ~ - l t a c h e n  Term des  i ten Elektrons in 2 l / ~ - 1  

Terme zerlegt. Dann ist unsere Aufgabe einfaeh die: Ein E[ektron ist 

auf einer der 2 Z 1 -{- 1 Bahnea N1, ll, m i (m 1 l~uft yon =- 11 his + 1j), 
ein zweites auf einer der 212 + 1 Bahnen Na, 1 n, m 2 usw. und schliel~llch 

ein Elektron auf einer der 2 In ~- 1 Bahnen Nn, In, mn (ran l~uft yon 
- -  In bis + ln). Es ist nun zu beachten, dad die magnetisehe Quanten- 
zahl m des Atoms aufgebaut aus Elektronen mlt den magnetlschen 

Quantenzahlen ml, m e, . . . ,  m~, gleieh m 1 ~- m~. ~- . . .  m~ ist. Die Eigen- 

funktion des Atoms ist nimlich das Produkt  der Eigenfunktionen der 

Elektronen, diese multiplizieren sich bei einer Drehung mit dem Winkel 

um die magne~isehe Feldaehse mit eim~ ~, d m2", . . . ,  d~r~ ~, die Eigen[unk- 

tion des Atoms also mit e/(~n~+'~ + ""~n)~. 

Hiernaeh kSnnen wir alle etwa (211 ~- 1) (2 ~ -~ 1) . . .  (21 n ~- 1) 

Zust~nde separat betrachten~ die dureh spezielle Wahl  der ml, m~, . . . ,  mn 
entstehen und auf alle separat das Ergebnis des vorangehenden Punktes 

aawenden. Dieses geniigt offenbar, da Fille, wo mehr als zwei Elek- 

tronen dieselben drel Zahlen s l, m haben, fiir uns fiberhaupt aus- 

scheiden (Punkt 12). 

24. Ich mSchte dies an einem Beispiel illustrieren. Es seien ein 

1/9- und zwei 2/)-Elektronen vorhanden (2r 1 ~ 1, s ~ s 3 ~--- 2, 
Z 1 ~--- Z~ ~ 13 ~--- 1). Die erste Spalte in Tabelle 1 reprisentiert dureh 

die drei Striehe I[I die drei Bahnen N ~ 1, l ~ 1, m ~--- - -  1, 0, -~ 1, 
in der zweiten Spalte sind die drei Striehe die drel Zustinde N ~ -  2, 
1 ~ 1, m - ~ - -  1, 0 , - ~  1. Die Bunkte auf den S~richen bedeuten 

Elektronen, die in diesem Zustand sind, d die Anzahl der doppelt be- 
setzten Bahnen, m sind magnetische Quantenzahlen des A t o m s, also 

m 1 ~- m e ~- m~. Darunter stehen die Ausdriicke 

n - - 2 d  ( n - - 2 d  
( z - - d  ) - - \ z - - d - -  l) '  (19) 
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Tabel le  1. 

- - - -  - -1  0 N = I '  l : l  N = 2 ,  l = l  d z = 0 ,  Quartett z - ~  1, Dublett 

2 
2 
1 

I 
*Ill 
+ + I o i 

+ 1 1 4 1 ~ o  I 
I l l  
++o i 

I ]II 

~ : I  
l i ,  

2 
11 

die angeben, wieviei solche Terme entstehen. Es entsteht also ein 

Quartetterm m i t m  ~ - - 2 ,  zwei mit m z - - 1 ,  drei mit m---~ 0, 
zwei m i t m  ~ 1 und einer mit mr Z 2. Diese kann man nur in ein 

4D, 42, 4S zusammenfassen. :~hnlich erhalten wit  fiir die Dubletterme 

2B, 2D, 2D, 2p, sp, 22, 2S. Es sind dies offenbar durchweg dieselben 

Terme, die naeh dem vorhandenen empirisehen Material erwartet werden 

mtissen. (Vgl. z. B. F. H u n d ,  ]. c. w 24, 25, wo hierftir viele Beispiele 

gegeben sinE) 

Auf die empirisehe Bedeutung dieses Aufbauprinzlpes hinzuweisen, 

ist kaum notwendig, kann man doeh bekanntlich mit seiner Hilfe einen 

gro~en Tell des Banes der Serienspektren sowie des periodischen Systems 

erklaren. 

25. Wir  untersuchen noch die Frage, welche Terme normal und 

welche gespiegelt sind. Da die Eigen~unktlonen eines Elektrons immer 

normal sind (Punkt 14), so geht die Eigenfunktion des i ten Elektrons 
bei der Spiegelnng durch den Koordinatenursprnngspunkt in den 

( - -  1)zi faehen Wer t  iiber. Die ganze Eigen~unktion des Atoms geht in 
den ( - -  1)1I ~- z2 + .-. Z~fachen Wert  fiber. Ist  also 1 die azimatale Quanten- 

zahl des ganzen Atoms, so ist der zngehSrige Term normal oder ge- 

spiegelt, je naehdem ( - -  1)zl + 72 + ..- ~n-~ gleieh d- 1 oder - -  1 ist. Nun 
kommen ~Jbergange nur yon normalen in normale, von gespiegelten in 
gespiegelte Terme vor. 11 + 12 + . . .  1~ - -  1 kann sich also nur um eine 
gerade Zahl andern. Da sich 1 nut um d- 1 oder - -  1 andert, dad  sich 
l~ + 7~ + . . .  ls nut um eine ungerade Zahl iindern= Dies ist der In_halt 

44* 
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der L a p o r t e s c h e n  Regel. Es ist merkwtirdig, wie wenig ansehaulich 

diese Deutung ~st, so dal3 man die in der alteren Quantentheorie yon 

W. He i  s enb er  g 1) gegebene Deuttmg kaum wiedererkennen kann. 

26. Zum Schlul3 mSehte ich noeh darant hinweisen, da~ es leicht 

ist - -  nieht nur die Kugelsymmetrie a l l e r  S-Terme [die ia yon unserem 

Standpunkte aus triviM ist 12) __ zu beweisen, sondern das Yersehwinden 

der Dipolmomente a l l e r  s t a t i o n a r e n  Z u s t a n d e  zu zeigen. Auch 

die Quadrupolmomente lassen sieh bereehnen. Ieh mSchte aber hierauf 

nicht eiagehen, da die Yorliegende Note ohnehin schon allzu lang ge- 

worde~ ist. Die Bedeutung dieser Bezlehungen besteht hauptsaehlich in 

der zuerst yon A. U n s S l d  ~) bemerkten Tatsaehe, dal~ man bei ieder 

StSrungsrechnung ~u erster Nahernng so reehnen kann, wie wenn die 

elektrische Ladung naeh der S c h r S d i n g e r s e h e n  FormeI fiber den ganzen 
Raum ,,verschmiert" ware uad naeh den Regeln der klassisehen Elektro- 

statik wirken wiirde. 
27. Zweek der vorliegenden Arbeit war, zu zeigen, dal] man dureh 

ganz einiache Symmetriebetrachtungen fiber die S e h r 5 d in g e r sehe Diffe- 

rentialgleiehung schon einen wesentlichen Teil der rein qualltativen 

spektroskoplsehen Ertahrung erklaren kann. 
Wie die in Punkt  19 gestreitte Sehwierigkeit zu beheben ist, ver- 

mag ich nicht zu sagen. Es erseheint einem zunaehst recht schwlerig, 

mit e i n e r  Differentlalgleiehung mlt eindeutigem W eine Aufspaltung in 

eine gerade Anzah] yon Komponenten im magnetisehen Felde heraus- 

zuholen. Auch zeigen sich noeh einige andere Sehwierigkeiten in solchen 

Fallen, wo die rotierenden E]ektronen eine Rolle spielen. 

B e r l i n ,  Instl tut  ffir theoretische Physik der Teehn. tIochsehule. 

1) ZS. f. Phys. 32, 841, 1925. 
2) Zu diesem Ergebnis kommt auch A. UnsSld (1. c.) ftir S-T~rme wasser- 

stoff~hnlicher Spektren und ffir abgeschlossene Sehalen (die nattirlich in uaserem 
Sinne auch S-Terme sind), indem er sieh fiir die Wechselwirkung tier Elektronen 
auf die erste bzw. zweite N~herung besehr~nkt. Vgl. aueh A. Sommerfeld,  
Phys. ZS. 28, 231, 1927. 

s) 1. e. 


